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PHƯƠNG PHÁP NHÂN LIÊN HỢP 


PHÀN 1: XÁC ĐỊNH SỐ NGHIỆM CỦA PHƯƠNG TRÌNH 

Việc biết một phương trình có bao nhiêu nghiệm, nghiêm đó là nghiệm vô tỷ hay hữu tỷ vô cùng 
quan trọng. Đe biết rõ hơn ta tham khảo một phương trình dưới đây: 

Cho phương trình sau: X 4 - 2x 3 - X +1 = ^4x 2 -2x + ỉ. 

Phân tích : 

Ta thực hiện việc tìm kiếm lời giải theo các bước sau: 

Bước 1 : Sử dụng máy tính cầm tay, truy cập vào chức năng TABLE ( MODE 7) và nhập vào hàm 
số: 


F(x) = x 4 -2X 3 -x+ỉ- V4X 2 -2X+1 như hình bên dưới: 



Bước 2: Ấn dấu = và chọn giá trị START = -2. START là giá trị bắt đầu, thường được đối chiếu 
với điều kiện để xác định. 


Math 


start? 


-2 


Bước 3: Ân dấu = và chọn giá trị END = 3. END là giá trị kết thúc, thường được đối chiếu với điều 
kiện để xác định. 



A 7 ________ ^ 

Bước 4\ An dâu = chọn giá trị STEP = 0.5. STEP là giá trị bước nhảy hay còn gọi là khoảng cách 

f r 

giữa các giá trị biên sô. 
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step? 



Math 



Bước 5: Bâm = đê nhận bảng giá trị của hàm sô với các giá trị X tương ứng đê chọn ở trên. Nhìn 
vào bảng giá trị ta thấy khi X = 0 thì / (x) = 0 hay X = 0 là một nghiệm của hàm số. 



Ngoài ra ta thây hàm sô còn đôi dâu khi X từ 2 đên 2.5, suy ra phương trình có ít nghiệm một 
nghiệm trong khoảng (2; 2.5) ngoài nghiệm x = 0 thấy ở trên. 


D 



K 

F 

9 

2 

-M.ED5 

lõ 

^3|S 

1.1299 

ĩ 


19.PÌẼ 


Math 



Vì từ bước nhảy của X từ -0.5 đên 0 có X = 0 là một nghiệm của phương trình nên trong khoảng 
(-0.5;0) phương trình có đổi dấu hay không nên tại khoảng này ta khảo sát kỹ hơn bằng TABLE 

xem sao. Chọn START = -0.5, END = 0, STEP = 0.1 và ta nhận thấy phương trình còn ít nhất 1 
nghiệm nằm trong khoảng (-0.5;-0.4) nữa. 




H Math 


K 
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5 

E 

□.2531 

E 

ĩ 

-□.5 

-DĨ M 1 

□■□Hnu 

ETBĩt 

— 

3.449935181*10-3 
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Bước 6: Bây giờ ta dùng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay (ở đây mình sử dụng 570VN- 
LPUS) để tìm nghiệm của phương trình trong hai khoảng (-0.5;-0.4) và (2;2.5). 

• Với X e (-0.5;-0.4) ta chọn giá trị ban đầu để máy tính dò nghiệm, thường là giá trị trung 

bình của khoảng nghiệm ( 0-5)+ ( 0-4) _ _Q 45 hay ta có thể chọn bất kỳ giá trị nào trong 

khoảng củng được, chọn càng gần giá trị của nghiệm thì máy tính dò càng nhanh. 

Ta tìm được nghiệm của phương trình là X ~ -0.414213562 = 1 —s/2 . 



Với X e (2;2.5) ta chọn giá trị ban đầu để máy tính dò nghiệm là 

như trên, ta có thể chọn giá trị 2.2 hay 2.3 đều được tuỳ các bạn. 
Ta tìm được nghiệm của phương trình là X « 2.414213562 = 1 + V2. 


2 + 2.5 


= 2.125, tương tự 



Như vậy máy tính hồ trợ ta tìm được 3 nghiệm của phương trình là x = 0,x = l±v2. 
Kh i đó phương trình trên ta sẽ giải như sau: 


4 


X 


- 2x 3 — X +1 = V4x 2 -2x + l <=> 


4x 2 - 2x +1 > 0 


< 


(x 4 - 2x 3 - X 2 ) + Ịx 2 — X +1 - V4x 2 - 2x + I j = 0 


<=> (x 4 — 2x 3 — X 2 ) 


í 


1 + 


1 


\ 


— X +1 + \j 4x — 2x +1 


= 0 <=> X 4 - 2x J - x z = 0 <=> 


V X — X + 1 + V4X — LX + 1 J 

Vì sao lại phân tích được như thế này ta lại tiếp tục đọc ở phần dưới. 


X = 0 

x=l±V 2 


Ghi chú : Các bạn hết sức chú ý khi tìm nghiệm cần phân biệt đâu là nghiệm hữu tỷ, đâu là nghiệm 
vô tỷ vì khi dùng cách nhân liên họp thì biểu thức liên họp sẽ khác ở hai loại nghiệm này. Các bạn 
sẽ thấy rõ được điều này ở phần hai. 


PHẦN 2: PHÂN BIỆT NGHIỆM ĐƠN - NGHIỆM BỘI VÀ CÁCH XÁC ĐỊNH 
1. Nghiệm đơn 

Nghiệm đơn x = a là nghiệm mà tại đó phương trình /(x) = 0 được phân tích thành nhân tử có 
dạng (x-a)g(x) và g(a) + 0. 
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Ví dụ: Cho phương trình sau: 3x 2 -2x-l+(x-l)7x 2 + 3=0 (*). 

Bằng việc sử dụng chức năng TABLE để xác định khoảng nghiệm và chức năng SOLVE của máy 
tính ta xác định được rằng phương trình có nghiệm x = l. Giở mình kiếm tra thêm nghiệm này là 

nghiệm đơn hay nghiệm bội. Ta đặt /(x) = 3x 2 -2x-l + (x-l)7v 2 +3 . 

Ta tính được f'(x) = 6x-2 + 7x 2 +3 + x ị x ^ . 

v ' 7773 

f/( 1) =0 .. 

Ta có hệ sau: < , <=> X = 1 là nghiệm đơn của phương trình. 

1/'(1)*0 

Ghi chú: Việc tính đạo hàm của hàm số /(x) có thể tính trực tiếp bằng máy tính với chức năng 
tính đạo hàm mà không cần tính công thức của / (x). Nhưng trong trường họp đi thi không được 
sử dụng máy tính cầm tay thì các bạn nên tính luôn ra như thế này. 

Ta có phương trình (*) <»(x-l)Í3x+l + 7x 2 + 3j = 0<=>x = l 


2. Nghiệm kép 

Nghiệm kép x = a là nghiệm mà tại đó phương trình / (x) = 0 được phân tích thành nhân tử có dạng 
(x-a) 2 g(x) = 0 và g(a) + 0. 


Ị— - 5(x-l) 

Ví dụ: Cho phương trình sau: 2x 3 -3x 2 -12x + 20 + Vx 2 +X-1 =—ị===L= (**) 

y X 2 + X — 1 

Bằng việc sử dụng TABLE để xác định khoảng nghiệm và chức năng SOLVE của máy tính ta tìm 
được ngay nghiệm của phương trình X = 2 . Ta đi xác định đây là nghiệm đơn hay nghiệm bội của 

phương trình. Ta đặt g (x) = 2x 3 -3x 2 -12x + 20 + Vx 2 +X-1 — = . 

7+ 2 +x — 1 


+1 


Ta tính được g '(x) = 6x 2 -ỔX-12 + 


5*Jx 2 + x-l-5(x-l)" Ị— - 

2x + l v Wx 2 + X-1 


Ta có hệ sau: 


77 + 7-1 X 2 +X-1 

g(2) = 0 

g '(2) = 0 , suy ra X = 2 là nghiệm kép của phương trình (**). 
g"( 2)^0 


Ta có phương trình (**) <» (x-2) 2 


2x + 5 + 

V 



= 0 <íí> X = 2 


3. Nghiệm bội ba 

Nghiệm bội ba x = a là nghiệm mà tại đó phương trình / (x) = 0 được phân tích thành nhân tử có 
dạng (x-a) 3 g(x) = 0 và g(a) + 0. 


Ví dụ: Cho phương trình sau: X 3 +X+1 = 777+377 (***) 

Ta cũng dùng TABLE để rà sát khoảng nghiệm và SOLVE để giải tìm nghiệm của phương trình 
trong khoảng đã xác định, ta được nghiệm của phương trình là X = 0. Ta xác định đây là nghiệm 

đơn hay nghiệm bội của phương trình. Đặt /ị (x) = X 3 + X +1 - 777+777. 


Ta tính được h ’(x) = 3x 2 + 1 - 


2x + l 

^(3x 2 + 3x +1) 
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và /z"(x) = 6x- 


7“ 77 / 0 2(2x + l)(3x 2 +3x + l) 

2^(3x + 3x + l)-(2x + l) . = = 

yị^3x + 3 X + 1 j 

\ 4 


^(3x’ +3x +1 j 


Ta có hệ sau: < 


/ỉ(0) = 0 
/ỉ'(0) = 0 

k"(0) = 0 

h ( 3 ) ( 0)*0 


<íí> X = 0 là nghiệm bội ba của phương trình (***). 


Ta có phương trình (***) <=> X 3 +X + 1 = ^3x 2 +3x + l <=> x : 


í 


1 + — 

^ X + 


1 


\ 


1 + ^3x + 3x +1 
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= 0 <íí> X = 0. 


Và cứ thế tương tự các bạn sẽ tìm được nghiệm bội bậc 4, bậc 5, bậc 6, ... 

Nhưng trong khuôn khổ chương trình THPT thì các bạn chỉ nên quan tâm tới 3 loại trên là nghiệm 
đơn, nghiệm kép và nghiệm bội ba là quá đủ rồi. 

Chú ý: Nhiều bạn sẽ gặp khó khăn khi xác định nghiệm bội vì đạo hàm nhiều cấp của các biểu thức 
chứa căn thức nói chung là rất phức tạp và cũng tốn rất nhiều thời gian nên mình sẽ hướng dẫn các 
bạn làm một các khác tiết kiệm thời gian hơn rất nhiều. 


Cơ sở lý thuyêt: Như các bạn đã biêt đôi với nghiệm bội lẻ (nghiệm bội 1, 3, 5, 7, ...) thì giá trị 
biểu thức sẽ đổi dấu khi đi qua nghiệm còn đối với nghiệm bổi chẵn (nghiệm bội 2, 4, 6, 8, ...) thì 
giá trị biểu thức sẽ không đổi dấu khi đi qua nghiệm. Mặc khác trong chương trình THPT chúng ta 
chỉ cần quan tâm tới việc phân biệt ba loại nghiệm đó là : nghiệm đơn, nghiệm kép và nghiệm bội 
ba. Trong đó nghiệm đơn và nghiệm bội ba là nghiệm bậc lẻ, nghiệm kép là nghiệm bậc chẵn. Vậy 
ta sẽ phân biệt như sau: 

Ví du 1 : Cho phương trình X 2 - 5 = Vx+5 . 


Dùng chức năng SOLVE ta tìm được 1 nghiệm của phương trình trên là X « -2.561552813. 



Giá trị này sẽ mặc định lưu tại biên X của máy tính. Ta thay biên X bởi biên A đánh vào màn hình 
như sau: 



Bấm CALC nhập X + 0.00000001 và bấm = ta được kết quả: 



Bấm CALC nhập X - 0.00000001 và bấm = ta được kết quả: 
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Dễ thấy /(x+0.00000001) và / (X - 0.00000001) trái dấu nhau, có nghĩa là qua nghiệm 

x« -2.561552813 biểu thức đổi dấu. ở đây ta chọn đại lượng 0.00000001 là một đại lượng khá an 
toàn để đảm bảo rằng trong khoảng (x;x +0.00000001) và khoảng (x-0.00000001; x) không thể có 

nghiệm nào khác. 

Từ đó ta có khẳng định nghiệm X « -2.561552813 là nghiệm bội lẻ của phương trình, giờ ta chỉ cần 
xác định đây là nghiệm đơn hay bội ba nữa là xong. Ta xác định như sau: 

- Gán nghiệm X lúc nãy cho biến A để lưu trữ. 



- Tính đạo hàm biểu thức /(x) tại X = A. 



0 Hath Á 

^(JÍ 2 -5-7jỠ5)| x > 

-5.443299727 

Ta thấy / '( X )x~-2.561552813 0 suy ra 1 » -2.561552813 là nghiệm đơn của phương trình. 

Ta bắt đầu đi tìm đại lượng để liên họp. Đe ý thấy đây là một nghiệm vô tỷ và mình không biết 
chính xác giá trị đúng của nó là bao nhiêu nên không thể tách liên họp ra ngay nó là (x-a) mà ta 

tách liên hợp dựa vào một đại lượng vô tỷ khác đó là biểu thức có chứa X. Phương pháp làm ở đây 
là chúng ta sẽ tính giá trị tất cả các căn thức có chứa trong phương trình và so sánh giá trị đó với X 
để đưa ra biểu thức liên hợp với từng căn trong đó. 

Với bài này, ta có: Vx+5 «1.561552813 với x«-2.561552813 ta suy ra Vx+5 = -X -1 


ãĩ5 

1.561552813 


Vậy phương trình sẽ được phân tích thành: 

^x + X — 4) = y[x + 5 + X + 1 <=> (x + X — 4) — ỊVx + 5 + X + lj — 0 


<=> (x 2 + x —4Ì 


í 


1 




V X +1 — -Ịx + 5 


= 0^ 


X 2 + X — 4 = 0 


( 1 ) 


X +1 — "^x+5—0 ( 2 ) 

Chú ỷ: Trước khi giải luôn nhớ ghi điều kiện của phương trình, ở đây nhiều bạn hơi “vội vã” nên 
thường quên cái này dẫn tới nhận dư nghiệm. Như bài ở trên thì điều kiện của phuơng trình là 
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—5 < X < —yf. 5 V X > yfE 

Đây là cách nếu chúng ta sử dụng khi đã quá “bí” hướng đi bằng tư duy thuần tuý, giúp một số bạn 
trình độ vừa phải nhưng vẫn giải được mấy bài phương trình - bất phương trình vô tỷ hơi phức tạp 
bằng sự hỗ trợ của máy tính cầm tay. 

Ngoài ra mình cũng xin giới thiệu với các bạn 4 cách giải khác khi sử dụng tư duy bình thường 
không có sự hỗ trợ của máy tính cầm tay, các bạn có thể tham khảo bên dưới: 

Cách 1: Sử dụng phương pháp đặt ẩn phụ 

Giải phương trình: X 2 -5 = Vx+5 
Điều kiện: -5<x<-yỈ5 V X>\Í5 

Đặt y = >/x + 5 > 0, khi đó ta có hệ phương trình sau: 


2 c _ 

X —5 = y 

2 c _ 

y -5 = x 


■»(x-y)(x+y + l) = 0 . 


<=> 


Vx + 5 = X 

VX + 5= —X -1 


<=> 


X > 0 


< 


X 2 — X—5 = 0 


<í> 


X < —1 

X 2 + X - 4 = 0 

Cách 2: Sử dụng phương pháp dồn tổng bình phương 

Giải phương trình: X 2 -5 = Vx+5 
Điều kiện: -5<X<-\Í5 V x>^5 


X = 


X = 


1 +V 2 Ĩ 

2 

-Ỉ-JỸ7 


X 


2 _ 2 

—5 = *JxT 5 < ^ > X + X H — — X + 5 + vx + 5 H— 

4 4 


( n 

2 

( ,— n 

X + — 

_ 

v/x + 5 H- 

l 2j 


l 2 ) 


<=> 


, 1 /77T , 1 

X H-— y X -\- J H- 

? 2 

z z ^ 



X > 0 r 

V-r + 5 = X 
_ <7> 

< 

\ r 

ro 

1 

X 

1 

Ui 

II 

0 

ộ 

„, 1 f—j 1 

Vv + 5 =-X — 1 


X < — 1 

L 2 2 


} 

X 2 + X — 4 = 0 


X = 


X = 


I + V 2 I 
2 

-1-VĨ7 


Cách 3: Sử dụng phương pháp tách liên hựp thông qua hằng đẳng thức 

Giải phương trình: X 2 - 5 = Vx+5 
Điều kiện: -5<x<-yÍ5 V X>V5 

X 2 -5 = Vx + 5 <=> X 2 — (x + 5) +(x — \Jx + 5Ì = 0 <=> íx — Vx + 5Vx + Vx + 5 +lì = 0 


<=> 


Vx + 5 = X 

yjx + 5 = —X -1 


< 


X > 0 

X 2 — X—5 = 0 
X < —1 

X 2 + X - 4 = 0 


<=> 


X = 


X = 


I + V 2 Ĩ 
2 

-1-VĨ7 


Cách 4: Sử dụng bình phương căn bản và giải phương trình bậc 4 

x _ 5 > 0 Jx < — >/5 V X > \Ỉ5 

|x + 5 = ( x 2 - 5) 2 ^'- 4 J 


— 5 — a/x + 5 < w > 


X -lOx -x + 20 = 0 




< -\ỊE Vx > n/5 


<=> « 


V 


( ,81 

X 4 - 9x 2 + -7 

l 4 




1 




X 


< —y/E V X > >/5 


X + X H- 7 

V 4y 


= 0 




V 


A , 9 


V 


Ỹ 

( . n 

- 

X H- 


l 2j 


= 0 
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<^> < 


X < -\Í5 V X > yỈ5 


X < —s/5 V X > yỈ5 

(x 2 -x-5^(x 2 + X 

\ ^ 1 
-4) = 0 

1±V2Ĩ -1±VĨ7^ 

x = V X =--- 

2 2 


X = 


X = 


l + y/ĩĩ 
2 

-l-yỊỸĨ 

2 


Nhận xét: Các bạn thây đó, nêu sử dụng được tư duy một cách linh hoạt ta có thê tạo ra nhiêu lời 
giải hay và đẹp. Cách giải dưới sự hỗ trợ của máy tính cho ta một hướng đi để chúng ta có thể giải 
được bài nhưng không làm cho chúng ta giỏi Toán hơn. 


Ví du 2 : Giải phương trình X 2 + 3x + 2 = Xyjx +1 + (x + l)y3x+2 

Dùng chức năng SOLVE của máy tính ta tìm được một nghiệm X »1.618033961. 


X 2 +3X+2=X Jx+T +[> 

x= 1.618033961 
L-R= 0 


Ta tiến hành kiểm tra đây là nghiệm đơn hay nghiệm bội. Cũng tương tự như trên ví dụ 1, ta làm 
như sau: 

- Gán giá trị X tìm được cho biến A để lưu trữ. 



Đặt /(x) = x 2 + 3x+2—xVx+ĩ—(x+1) v3x+2 . 

Ta tính được f(A + 0.00000001) « 1.3425 X10 10 

— - - 

0 Math A 

Jí 2 +3Jí+2-Jí ư 

1.342ÊXIÕ 10 

Ta tính được / (A - 0.00000001)«1.3399 X10 10 



Ta có /(A+ 0.00000001)X/(A-0.00000001) > 0 hay nghiệm X = A là một nghiệm bội bậc 

chẵn của phương trình, trong khuôn khổ của chương trình THPT thì ta suy ra đây chỉ là 
nghiệm bội chẵn bậc 2. 

Ta tiến hành tìm tất cả các đại lượng liên hợp của các căn thức chứa trong phương trình bằng cách 
tính giá trị tất cả các căn với giá trị nghiệm X * 1.618033961 vừa tìm được. 
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Thay vào các căn thức ta tính được: 

7*+! »1.61803398 

Tĩx + ĩ « 2.61893397 

Bằng cái nhìn trực quan, ta có đánh giá sau: 
sỊx + ĩ « X 

sỊỹx + ĩ. « x + l 

Vậy đại lượng liên hợp cho các căn là: 
(VxTĨ-x) 


3x + 2 — X — 1 


MaihT 


mĩ 


1.GI803398 


1 


Maih ẩ 


V3X+2 


2.GI8033973 


Vì phương trình của chúng ta có nghiệm bội 2 nên nhân tử khi tách liên họp sẽ có dạng là 

ị^\ịX + 1 — xj — X + X +1— 2x7 X +1 va Í73x + 2— X — lì —X -t5x"T 3 — 2 ^x +1)73x ■+■ 2 . 

Ta bắt đầu trình bày lời giải bài phương trình này như sau: 

X + 3x + 2 — x7x+1 +(x + l) 73x + 2 2x + 6x+4- — 2x7X +1 + 2^x + l)>/3 X + 2 

< v = v > + X +1 — 2 xn/ X +1 ^ ^ X + 5 X + 3 — 2(x + 1)n/3x+~2^ = 0 


<=> ịTx + ĩ — xì + Í73x + 2 —X —lj~ = 0<íi> 


Vx+1—x=0 


< 


: x>0 1 + 75 

<=><{„ -w> X = 

2 1 - 2 


v 73x+2-x-1 = 0 [x z -x-1 = 0 

Nhận xét: Neu tư duy không tốt thì sẽ rất khó giải được bài này, nhưng với sự hỗ trợ của máy tính 
cầm tay, chúng ta đã tìm được lời giải một cách tự nhiên mà không quá khó khăn với những người 
trước nay còn “yếu” trong việc giải phương trình vô tỷ. 


Ví du 3; Giải phương trình x(x 2 -2x + 3) = ^2 ( x’ + X 2 -X + 1 ) 

Phân tích: Đầu tiên ta cũng sử dụng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay giải phương trình 
và tìm được 1 nghiệm là X = 1 . 



Ta đi kiểm tra nghiệm này là nghiệm đơn hay nghiệm bội của phương trình trên. Ta làm như sau: 

- Đặt /(x) = x(x 2 -2x + 3) -^2(x 3 +x 2 -x + l). Ta định gán nghiệm cho một biến nào đó trong 

máy tính như vì nghiệm này hữu tỉ nên ta nhập luôn vô trong quá trình tính toán hai lân cận 
cho tiết kiệm thời gian. 

Ta có: / (1 +0.0001)« 1.5 xio -12 và /(1 -0.0001)« -1.5xlO' 12 


H Mãtlì Ả 13 Mãtlì Ả 

X c X 2 -2X+3) -ỉĩ(x> X (X 2 -2X+3) -Ỉ2ĨX> 


l.Sxiĩ 12 


-l.5x.ii 12 
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- Do /(l + 0.000l)x/(l-0.000l)<0 suy ra nghiệm X = 1 là nghiệm bội bậc lẻ. 


Ghi chú: Các phưong trình mũ lớn khi cho lân cận còn nhỏ thì nó sẽ dẫn tới việc mấy tính 
quy về 0, như trường hợp của phương trình trên, với cận là 0.00000001 thì khi thay vô nó sẽ 
ra kết quả bằng 0, máy tính hiển thị như vậy vì kết quả quá nhỏ. Đe khắp phục tình trạng 
này ta chỉ cẩn cho cận lớn hơn xíu là được. Cụ thể ở đây mình cho cận là 0.0001. 

Trong khuôn khổ chương trình THPT ta chỉ cần kiểm tra nó là nghiệm đơn hay bội ba. 

Ta tính đạo hàm của hàm / (x) tại X = 1, ta có / '(l) = 0 suy ra đây là nghiệm bội bậc ba. 



Tiếp theo ta sẽ đi tìm đại lượng liên hợp để ra nhân tử (x-l) 3 = X 3 -3x 2 +3x-l trong bài phương 
trình trên. Vì đây là một nghiệm hữu tỉ nên ta tách liên hợp đơn giản như sau: 

x^x — 2x + 3^j = tỊĨỊx + X — x + 1^ < í = r > ^x — 3x +3x — 1^ + íx +1 — ^2 ị v + X — X + 1^ ^ — 0 


/ . \3 (/ l) (-T +l) / 1 \3 1 X + 1 

<^>(x-l) +- I , . r-1 1+ , ===== = = 0 

X 2 +l + y2(x 3 +x 2 -x + l) ^2(x 3 +x 2 -x + l) 

Vì xỊx 2 -2x + 3) = yịĩịỹ + x 2 - x + l) >0 =>X>0 nên 14- . * + l 

X + 1 + J2(x + X — x + lì 

Do đó phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1 . 


>0 


4. Cách xác định nghiệm bội thân tôc băng giới hạn 

Như các em đã biết dựa vào các kiến thức liên quan ta có các cở sở để xác định nghiệm bội nhưng 
nhược điểm của các phương pháp trên vẫn là chưa đạt được tốc độ cần thiết, đặc biệt là nếu đụng 
vô các nghiệm bội bậc cao lớn hơn 3. Chính vì vậy mình sẽ đưa ra thêm một phương pháp xác định 
nghiệm bội bằng giới hạn để xác định nhanh hơn rất nhiều. 

Cơ sở lý thuyết: Neu phương trình / (x) = 0 có nghiệm X = « là nghiệm bội n khi đó ta phân tích 
được /(x) = (x-«)" g(x) với g(cc) * 0. Khi đó ta luôn có: 


r 


/(*) 


lim 

x_> “ (x-«) 


m 


g («) khi m = n 

(x- «)" m g («) = 0 khi m<n . 

s( a ) 

(x-ư) 


m-n 


= 00 khi m > n 


Đe tính giới hạn lim trong máy tính cầm tay, ta nhập biểu thức / (x) vào máy tính và sử dụng chức 
năng CALC với giá trị X - a±0 .00001, tức là ta tính giá trị của f(a±0 .00001) = lim/ (x). 


Lưu ỷ: Chọn đại lượng gân băng với nghiệm này chúng ta cân linh hoạt tuỳ chọn tuỳ theo luỹ thừa 
lớn nhất của phương trình, nếu luỹ thừa càng lớn thì thì nghiệm gần đúng phải càng xa nghiệm 
chính thức vì nếu quá nhỏ sẽ dẫn tới một số nhân với số vô cùng nhỏ sẽ ra 0 hết. Ví dụ như là 
phương trình mình có bậc cao nhất là 2 thì sài nghiệm gần đúng X = «±0.00000001, nhưng nếu 
phương trình có bậc cao nhất là 3 thì ta sài nghiệm gần đúng là X = «±0.0001, còn phương trình 
bậc cao nhất là 4 ta có thể sài nghiệm gần đúng là X - «±0.01 chẳng hạn. 


10 


Mai Xuân Việt 

























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Ví du : Giải phương trình sau: (x 3 +12x + 3)V3x+ĩ + x 3 -18x 2 -9x-6 = 0 (*) 

Bước 1: Sử dụng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay ta dễ dàng tìm ra được phương trình có 
một nghiệm là X = 1. 

Bước 2: Tiến hành kiểm tra tính chất nghiệm bội của X = 1 bằng cách nhập vào màn hình biểu thức: 

(x 3 + 12x + 3W3x + l +x 3 —18x 2 —9x-6 

(T? 

Bấm CALC nhập X = 1-0.0001, A = 2 được kết quả - 


21 


50000 


0, suy ra X = 1 là nghiệm bội lớn 


hơn 2. Tiếp tục kiểm tra bằng cách bấm lại CALC, giữ nguyên X, nhập A = 3 thì ta được kết quả 
21 

là / , suy ra ngay X = 1 là nghiệm bội ba của phương trình. 

Đe chắc chắn hơn chúng ta cũng có thể tiếp tục bấm CALC để thử với A = 4 , ta được kết quả 
« 00 và lúc này ta có thể khẳng định chắc chắn đây là nghiệm bội ba của phương trình. 

Bước 3: Tiến hành tìm liên họp của căn và nhóm nhân tử bội ba đã tìm được, ta sẽ được: 




2 + a/Sx +1 + 


X 


ị^sj3x +1 + X + 1 ^ 


= 0 


PHẦN 3: BÀI TẬP MẪU VÀ BÀI TẬP Tự LUYỆN 


1. Nhân liên hựp nghiệm hữu tỉ đơn 

Bài 1: Giải phương trình: y/x-9 + 2x 2 + 3x = y/5x-ỉ +1 (*) 

Phân tích : Dùng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay ta tìm được một nghiệm của phương 
trình là X = 1, kiểm tra ta có đây là nghiệm đơn của phương trình. Thay giá trị nay vào các căn trong 

n/x- 9 = -2 í-s/x-9 + 2 = 0 . . 

_ => <Ị _ là các tách liên họp cân tìm trong phương trình. 

y/5x — l = 2 V5x-l-2 = 0 


phương trình ta có : 


V 

Lời giải : Điều kiện: X > J . Ta có: 

(*) <=> ịy/x — 9 + 2j -ị^5x- \ - 2 Ị + 2x 2 + 3x-5 = 0 

. .( 1 5 ^ 

<=>(jc —1) . —=- +2x + 5 =0 (**) 

V-n/x-9 - 2ị[x-9 + 4 y/5x — l + 2 J 

_ 1 5 1 

Ta có: — - . — + 2x + 5= —-J - 

^9 -2^9 + 4 V5X-1 + 2 ịỰ^ZẸ_ỊỴ +3 

Vậy phương trình (**) có nghiệm duy nhất là X = 1. 


. „ .5/5 
+ 'Tx + — + 

2 




V 


2 V5X+1 + 2 


> 0 . 




Bài 2: Giải phương trình: 5x 3 - 22x 2 + 22x - 6 + V 4x -3 = 0 (*) 

Phân tích : Dùng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay ta tìm được hai nghiệm của phương 
trình là X = 1 và X = 3, kiểm tra ta thấy đây là hai nghiệm đơn của phương trình. Do đó chắc chắn 
phương trình trên sẽ có nhân tử là (x-l)(x-3) = x 2 -4x + 3.Vì đây là nhân tử bậc hai nên căn thức 

của chúng ta liên hợp có dạng : V4x - 3 -ax+b, thay hai nghiệm X = 1 và X = 3 vào phương trình, 
ta được: 


a + b = l 
3a + b = 3 


<=> 


a = I 

b = 0 


, vậy nhân tử của căn là X - \Ị4x- ỉ . 
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X 1_• 2 • . TA _ V rp / 

Lời giai : Điêu kiện: X > —. Ta có: 


Pt (*) <=> (5x 3 —22x 2 + 23x —ó)-Ịx —a/4x-3 j = 0 <=> (x 2 — 4x + 3)(5x —2) 


X 2 — 4x + 3 


X + 


>/4x —3 


= 0 


<=> íx 2 -4x + 3Ì 


( 


1 


Ta có: 5x-2- 


5x —2-,- 

V x + v4x-3 

1 


'\ 


) 


= 0 (**) 


x +v4x —3 


o 

ì 


5x - 

+ 

l 3 J 

V 


4 1 

3 x + \ỊAx — 3 


\ 


y 


/■ -A 


= 5 


X —— 

V 3 


+ 


4x - 3 + 4>/4x-3 


y 


3 x + 


n/4x-3) 


> 0 Vx> 


Khiđópt(**) <w> X 2 — 4x+3 = 0 <w> X = 1V X = 3 . 

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm là X e {l; 3} . 


Bài tâp tư luyên; 

Bài 1: Vx 2 +X-2+ x 2 > ^(x-l)+1 . Đáp số: xe[l;+oo). 

Bài 2: a/2x 2 -x + 3-V2ÌX-17 >x-x 2 . Đáp số: xe 

Bài 3: \jx 4 -X 2 +4 + a/x 4 + 20x 2 +4 = 1X . Đáp số: xe|l;2). 

Bài 4: 5x 3 -3x 2 +54x-30+V5x-6 =0. Đáp số: xe{2;3}. 

Bài 5: 6 x 3 -19x 2 +14x-1 + 2V3x-2-n/5x- 1=0. Đáp số: xe{l;2}. 
Bai ổ: 3x + lOx+ \j3x H” 3 — X + 26+"s/5 — 2x. Đap so: X e )2ị. 

Bài 7: a/x 2 +15 =3x-2 + Vx 2 + 8 . Đáp số: xeỊlỊ. 

Bài 8: Vx—2 + ^4 — X + V2x—5 = 2x 2 —5x. Đáp số: xe{3}. 

Bài 9: 2Vx+~3+2(x-l)Vx+y = 4x 2 +13x-13. Đáp số: xe{-3;l}. 
Bài 10: (x 2 +x)>/4^3-V6^2-16x + 16 = 0.ĐápsỐ: xe|l;3}. 

2. Nhân liên hựp nghiệm vô tỷ đơn 

Bài 1: Giải phương trình sau: X 2 +4x + 3 = (x+l)v8x + 5+V6x + 2 (*) 
Phan tích : Đạt /' (X) X +4x + 3 — (A + l j \/S.\ “h 3 — \l 6x + 2 . 


Sử dụng chức năng TABLE với 
hàm số F(x) trên ta khảo sát 

được phương trình có nghiệm 
trong khoảng (4; 4.5) 

3 

Ũ 

5 

0 Math 

H FÍHJ 

1| -□■SI2 

M.5 □.ẼMĨE 

2.0933 

5 

Sử dụng chức năng SOLVE của 
máy tính với giá trị ban đầu 
x 0 = 4.2, ta tìm được nghiệm là 

X « 4.236067977. Kiểm tra ta thấy 
đây là nghiệm đơn. 

X 2 +4X+3=(X+1)1> 
X= 4.236067977 
L-R= ủ 

Thay giá trị X vừa tìm được vào 

các căn để tìm biểu thức liên hợp, 

ta đươc: 

• 

0 MãtĩTĩ 

J8X+5 

6.2360G7977 


17 

21 


;1 


u 


[2;+oo). 
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« 6.236067977 
* 5.236067977 


./6X72 


1 Math ẩ 


Do đó ta đánh giá: 
■\/8x + 5 — X + 2 

< 

\/ 6x + 2 = x + 1 


5.236067977 


Lòi giải: Điều kiên: X > - - . Ta có: 

3 

Pt (*) <=> (x + l)Ịx + 2 —V8x + 5 j + Ịx + l-V6x + 2 j = 0 

/ . \ X 2 — 4x -1 X 2 — 4x — 1 / 2 

( X + 1)- , - H- . - — 0 í X — ^ 


/ . N. X 2 — 4 x-l X 2 — 4 x — 1 - /2 . . \ f X +1 1 

íx + lì - Ị - ~f- Ị — — 0 ( X - 4x - 1 1 - . - ~f- Ị - 

X + 2 +V8x + 5 X + 1 +v/6x + 2 yx + 2 + v/8x + 5 X +1 + v/ ỏx + 2 


'N 




= 0 


TTV . 1 A x + l 1 

VÌ X > - - nên- . +->0. 

3 X + 2 + v/ 8x + 5 X +1 + v/ óx + 2 

Vậy X 2 -4x-l = 0<í>x = 2±V5 . 


Bài 2: Giải bất phương trình: 


X + X + 1 + X í \Ị X + 1 


X + *\fx + X + 1 


<0 (*) 


\ 3 

Phân tích : Đặt F(x) = X 3 +x + l + x(Vx+Tj 


Sử dụng chức năng TABLE với 
hàm F(x) ở trên ta thấy phương 

trình F(x) = 0 có nghiệm trong 

khoảng (-l;-0.5). 

1 ^^1 

Ẽ 5 [ 

i õ 

E Math 

F(HJ 

-1 

]. I3BE 

1 

-1 

Dùng chức năng SOLVE của máy 
tính cầm tay, với giá trị ban đầu 
x 0 = -0.7, ta tìm được nghiệm của 

phương trình x« -0.618033988. 
Kiểm tra ta thấy đây là nghiệm 
đơn. 

H Math i 

X 3 +X+1+x ( 
x= -0.618033988 
L-R= 0 

Thay giá trị xvừa tìm được vào 
căn thức có trong bất phương trình, 

ta được : a/x+1 »0.6180339887. 

Do đó ta đánh giá: 

Vx + 1 = —X hay nhân tử Vx+l + x. 

0 Math i 

VíõT 

0.6180339887 


X > —1 


<=> X > — 1 . 


T 1 • _• 2 • T\ • Ặ 1 • Ạ 

Lòi giai : Điêu kiện: r— - 

Vx 2 +X + 1 * -X 

V 

Với x>—1 =>x+a/x 2 +x+1 > x+vx 2 =>x+vx 2 +x+Ĩ >x+|x|>x—x> 0 
Do đó: X + Vx 2 +x+ĩ>0 với Vx>-1. 

X + X +1 + ^x + x )^ ĩ <0 
X > —1 *>-l 


Ta có (*) <=> 


X +x + l + xí"\/x + lì < 0 


<=> 1 
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(x 2 +x)(x + Vx + lì — 

1 1 

X 

K> 

1 

'x 

+ 

o 

VI 

(x + 'sị X + 1 ) ( X + n/x + 1Ì 

<^> < 

“'V 

r-H 

1 

A 

^ X 

_ 

<^> < 

■*N 

T— ( 

1 

A 

^ X 
_ 




yx + 1 <-X 

—1 < X < 0 


1-yỊE 

<=> \ 

<^>1 

- =>xe 

-1; 



T— H 

1 

A 

X 

_ J 

X 2 — X - 1 > 0 

V 


2 


Bài 3: Giải phương trình: ịl + -JĨ+xM-j2x^-2x + ĩ + x-lj = Xsfx (*) 

Phân tích : Ta biến đổi sơ qua phương trình (*) và rút gọn bớt ta được như sau: 

(*) <=> ịl + TTx^ịylĩx 2 -2x + l+ x-lj = ịyỊl+X +ìjịyỊl+X —lì^Tx 

Ị 1 V \l 1 t X 1Ị \J 2x — 2x"+1 + X — 1 — \fx H- X + \fx Ị — 0 

Dễ thấy 1 + *JĨ+X > 0 nên ^2x 2 -2x + l + X-1 -aJx 2 +x + Tx. = 0. 

Đặt F(x) = aJ2x 2 — 2x+1—aJx 2 + X + X—1 + y[x . 


Sử dụng chức năng TABLE để 

khảo sát khoản nghiệm của 

phương trình, ta thấy phương 

trình có một nghiệm X = 0, còn 

lại chưa thấy khoản nào đổi 

dấu. Nhưng chúng ta chưa vội 

kết luân mà sẽ khảo sát với 
• 

bước nhảy nhỏ hơn, lúc này ta 
nhậ thấy phương trình có - 

nghiệm trong khoản (0.3;0.4). 

Chú ý là nhiều bạn sẽ bỏ qua 
việc này, thế nên sẽ gây thiếu 
nghiệm khi khảo sát. 

J 

! ^^5 

ĩ 

13 

F(HJ 

□ 

DMB1 
0.5053 

Math 

Ũ 


1 

! 

□.ả 

H 

FÍH> 

[ 

-3-IÕE 

-D.dĩỄ 

Math 

0 


1 

I 

É 

□.3 

□. p 

0.5 

5 - 23. 

B 

F(K> 
D1! 

PPrBrí 

□. ŨMB 

4309' 

Math 

772k.d-3 


Sử dụng chức năng SOLVE 
trong máy tính cầm tay tìm 
nghiệm còn lại với giá trị ban 
đầu x 0 = 0.35, ta được nghiệm. 

J2X 2 -2X+1 -Tx 2 +> > 

x= 0.381966011 
L-R= 0 

Tính giá trị của 

a/x » 0.6180339887. 

Ta đánh giá 

yx = 1 - X 

0 Math á 

ti 

0.6180339887 

Tính giá trị của 

V2x 2 - 2 x + 1 * 0.726542528 

yjx 2 + X w 0.726542528 

Ta đánh giá 

V2x 2 -2x + l = Vx 2 + x 

0 Math ả 

■/2X 2 -2X+1 

0.726542528 


h 

0 Math i 

< 2 +x 

0.726542528 



Lòi giải : Điều kiện X > 0. Ta có: 

Pt rì') \Ị 2 A — 2x + 1 — \[Ã + X + X — 1 + n/x = 0 



<0 
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<^> 


X 2 - 3x +1 


+ (X — 1 + 


7*1 = 


<=> 


T^x 2 — 2x + l + \Ịx 2 +x 
x-l + 7v = 0 (l) 

x-1 —7* + 72x 2 ^-ĨT+ỉ + TTTx = 0 (2) 


0 í X — 1 + 


7*) 


í 


X 


— ỉ — \fx 




V 


7 2x 2 -2x + l + 7-T 2 +x 


+ 1 


= 0 


J 


(l) <í> \fx = ỉ — x <í> 


0<X<1 
X=( 1 —xý 


0< x< 1 




<=> x = 


3-75 


1 —x) [x 2 — 3x+l = 0 2 

' íx — 1 — T + 72x — 2x +1 + 7^ + X = 0 

Kết họp (2) và (**), ta có hệ: _____ __ 

Cộng hai vế của phương trình trên, ta được: 

2\fĩT -2x + l + 2x - 2 = 0 <=> 72 x 2 -2x + 1 = 1 - X 


<=> 1 


2x 2 -2x + l = (l —x) 2 x 2 =0 


<=> t 


0<X<1 


0<X<1 


<=> X = 0 . 


3 — ^/5 1 

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm là: X e < 0; v > . 

Bài tâp tư luyên; 

Bài 1: 2 x + 74x 2 -5x + 2 = 78x-l + 73x + l. Đáp số: X € < - 7 ^ >. 

1 2 J ■_ 

Bài 2: 75 x 2 -5x + 3 -77x-2 + 4x 2 -6x + l = 0 . Đáp số: xe < 

8 

V 

Bài 3: 15x 2 -x-5 = 2~Jx 2 +X + 1. Đáp số: X£< ^ + ^ ; ■ 

1 6 10 J 

Bài 4: X 2 — X — 2 = 73—x + 7v. Đáp số: X e < ^ + 2 ^ j • 

Bài 5: (6x 2 + 12x - ó) 72x -1 = X 3 + 22x 2 -1 lx. Đáp số: xe|4±273;9±672;l|. 
Bài 6: 3x 2 = 7-r 3 +4x + 2. Đáp số: X e < • 

Bài 7: 2x 2 + x + l + 3x7v + l = 0. Đáp số: Xe < _ ;-— 

1 2 8 j 

Bài 8: 72 + X + 72-X + 74-X 2 = 2x 2 +2x-2. Đáp số: xe<-2;^-|. 

n \ • <1 2 ,- .í 2 . n\ I . rv r^v ' _é . , — 1 — 75 _ _ rr 


2 


Bài 9: 2x 2 +5x + (x 2 +2)7* + 2 = 0. Đáp số: xe<-l; 


Bai 10: 3x + 4x+1 + 472x + 3x — 2 ^ 4x7 X 2 + ^2x + 6^ 72x—1. Đap so: X e 

Bài 11: —X 2 +7l-* 2 — 7l —X 2 >x + 1. Đáp số: —1 < X < ^. 


Bài 12: 2^x(l-x) + ^2^2x 2 -2x + l) + 2x(2x 3 -4x 2 +3x — 1 ) - 4 • Đáp số: xej^ 


1 , 3 

— ;+GO 


7 
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Bài 13: \Ịs>-x 2 - X 3 + 3x 2 -4x + 2<0. Đáp số: xe 2;2\Ỉ2 


3. Nhân liên họp nghiệm kép 

Bài 1: Giải phương trình: X 2 -x+2-2\fx = 0 (*) 

Phân tích : Đặt F(x) = x 2 -x + 2-2\[x . 


Sử dụng chức năng TABLE để 
khảo sát khoảng nghiệm, dùng chức 
năng SOLVE để tìm nghiệm trong 
khoảng đó và kiểm tra nghiệm, ta có 
nghiệm kép X = 1 

K 

E □. 

i 

M 

0 Math 

F(KJ 

5 Ũ.3351 

I ri 

C- D.3DD5 

1.5 

TÌM LIÊN HƠP 

• 

Vì đây là nghiệm kép nên dạng liên h 
Thay nghiệm X = 1 vào và kết họp dạ 

ịax + b = \fxj 

1 J x= <=>■ 

a= d (Tc) 
l dx ' V=1 

Vậy liên hợp ta cần tạo là: x+l-2yx 

NGHIÊM ỉ 
• 

lọp của căn s 
0 hàm hai vế 

a + b = 1 

1 <=> < 
a = — 

[ 2 

CÉP 

ẽ là Vx =ax+b. 

:, ta được: 

a = — 

2 

b = - 
2 


Lòi giải: Điều kiện: X > 0. Ta có: 


(*) <=> (x 2 -2x + l) + Ịx + l — 2\fx^j = 0 <=> (x-l) 2 + —--— 

X + 1 + 2 Vx 



<íí> (x —l) 


í 


1 + 


V 



= 0 <» X = 1 (vì X > 0 nên 1 + 



>0 ) 


Bài 2: Giải phương trình: 2x + 1 = 2a/x + 42x - 1 (*) 
Phân tích : Đặt F(x) = 2x + l-2Vx->/2x-l. 


Dùng TABLE đế khảo sát 
khoảng nghiệm của phương trình 
và chức năng SOLVE để giải tìm 
nghiệm. Kiểm ra nghiệm tìm 
được ta nhận được phương trình 
có nghiệm kép X = 1 là nghiệm 
duy nhất. 

1 

Ẽ 

3 

1 

1 1-5 

1 Math 

FÍKJ 

□.5051 

□ 

□.1352 

Ũ.5 

TÌM LIÊN HỢP CUA 

Vì phương trình có nghiệm kép nên liêr 

Đặt ax+b = vx, ta có: 

yax + b = yfx j 

^ J < í=> < 

a= ế (fx) 
y dx x ' ' x =\ 

Liên họp cần tìm cho Vx là X+1 - 2y[x 
Đặt cx+d = V2x-1, ta có: 

PHƯƠNG 

1 hợp của cề 

a+b = ỉ 

1 

a = — 

2 

• 

; TRÌNH 

ín thức ta tìm như sau: 

< 

a = — 

2 

b = - 
2 
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< 


ị^cx + d = V2jc —lỊ 
d 


c 4- d — 1 


<=> < 


c = 


V 


dx 



2x-l 


c = 1 


<=> < 


c = 1 

d= 0 


V 


x=ì 


Liên họp cần tìm cho y/2x-l là X- V 2x—l. 


T __• 2 • TN* Ạ__ 1* Ạ . 1 _ s 

Lời giai: Điêu kiện X > — . Ta có: 


<=> 


2 

(*) <=> 2x +1 - 2 \fx — yịĩx — ĩ = 0 <=> ị^x + l — 2yfx j + Ịx — V2x — lỊ = 0 

x 2 -2x + l x 2 -2x + 1 _ / .2 í 1 1 ^ - 

- + _— =0<=>(x-l) ■- + , =0 

x+l+2vx x + v2x-l vx+l+2vx x + v2x-l J 

1 1 


1 


+ 


<^>x = l (do X> 4- nên — _ , .- 

2 x +1 + 2y X X + V 2x — 1 


>0 ) 


Vậy phương trình có một nghiệm duy nhất X = 1 . 

X +1 


Bài 3: Giải phương trình: ^ X ~C' = 4 + 

Vx 

Phân tích: Xét F (x) = — , — 

v ^ Vx 2 -X + 1 

? 


\fx — X + 1 


(*) 


-4 


Sử dụng TABLE đê khảo sát 
khoảng nghiệm và chức năng 
SOLVE để tìm nghiệm. Tiến hành 
kiểm tra ta có phương trình đã có có 
một nghiệm kép duy nhất là X = 1. 




1] 

Math 

1 


FCH) 

0.E3I9 


Ẽ 

1 1 

1 □ 


i 

8 1.5 

Ũ.E33ẼĨ 



0.5 


TÌM LIÊN HỢP NGHIỆM CỦA CẢN THỨC 
Vì phương trình có nghiệm kép nên ta tìm liên hợp cho các căn như sau: 

Đặt ax+b = vx , ta có: 

ax + b = Vx j 
d 


< 


a + b = 1 


<=> < 


a = 


dx 


R„, 


1 

a = — 
2 


<=> < 


1 

a = — 
2 


b = \ 
2 


Vậy liên họp cần tìm cho Vx là X+1-2VX. 
Đặt cx + d = "\fx — X +1, ta có: 


ịcx + d = yỊx 2 — X +1 j 


< 


c = 


d_ 

dx 


ỤT - 


<=> < 


X 4" 1 


x=ì 


c + d = 1 

1 <=>■< 
c = — 

2 


1 

c = — 
2 

d = \ 
2 


Vậy liên họp cần tìm cho Vx-x+ĩ là X + ỉ - 2\pc-x + i 


Lòi giải : Điều kiện X > 0. Ta có: 

(„ )o lí±2_ 6 = 


X +1 


yX \lx 2 — X + I 

3Íx 2 —2x + lì 


- 2^3 


^X +1 — 2yfx 'ì x + 1-2Vx 2 — x + 1 


V 


<£> 


Vx , 

—3Íx 2 — 2x + lì 


yịx 2 - x + 1 




X + 1 + 2 


Vx 2 -x + iỊx + 1 + 2a/x 2 — x + lj 
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r 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhât là X = 1. 


1 

X + 1 + 2yx — X +1 

1 



= 0 

>0 


Bài tâp tư luyên 

Bài 1: X 3 -2x 2 +4x-l = V4x-3 + ^/3x-2 . Đáp số: xe{l}. 

Bài2: x 2 +1 = V2x-1+ẳ/3x- 2 . Đáp số: reịlỊ. 

Bài 3: X 3 + 2x-(x 2 +lìV2x—ĩ > ^2x 2 —X . Đáp số: xe 

Bài 4: 4yjx 2 -x + 10-4a/2-2x = X- 7 + 8^3-x . Đáp số: X e {-1}. 

Bài 5: X 2 -2(x+l)V3x + l = l-^lx 2 +5x + 2 -8x-5. Đáp số: leịlỊ. 

Bài 6: 4x 2 + 12 + \Ịx — 1 = 4Íxa/5x-1 + \j9—5x \. Đáp số: X e ỊlỊ. 

Bài 7: x 2 -8x + 10h- °- = 2*Jx -1. Đáp số: xe{5}. 

x+2vx-ĩ 

Bài 8: X 4 — 16x 3 +31x 2 — 6x + 2 — 6(x + l)Vx = 0. Đáp số: xeíl;7±4V3Ì. 
Bài 9: 2x 2 -3x+7-3-\/4x+4 =0. Đáp số: xeịlỊ. 

Bài 10: X 4 + Vx 2 -x + 1 + — < -== + >/l-x . Đáp số: Xe {1} . 

sỊl — x yx 2 -x + l 



4. Nhân liên họp nghiệm bội bậc ba trở lên 

Bài 1: Giải phương trình: X 5 - 3x 4 + 4x 3 - 3x 2 + 2x -1 = (x - 1) \J 2x 2 - 2x +1 (*) 


Phân tích : Đặt F (x) = X 5 — 3x 4 + 4x 3 — 3x 2 + 2x—1—(x—l) V2x 2 — 2x+1 


Dùng chức năng TABLE đê khảo 
sát khoảng nghiệm và chức năng 
SOLVE để giải tìm nghiệm, ta nhận 
thấy phương trình chỉ có 2 nghiệm 
là X = 0 và X = 1. Ta tiến hành kiểm 
tra tính chất nghiệm bội thì thấy 
X = 0 là một nghiệm kép và X = 1 là 
nghiệm bội ba. 

Như vậy phương trình sẽ có nhân tử 

là X 2 (x - 1) 3 = X 5 - 3x 4 + 3x 3 — X 2 . 

Ta sẽ đi nhóm nhân tử này thay vì 
tìm liên hợp cho căn vì nó sẽ phức 
tạp hơn. 


B Math 



K 

FÍKJ 

E 

-□■5 

□.1I3M 

i 


□ 

M 

-D.D3B 


0.5 

m Maỉh 



K 

F CKÍ 

M 

□.5 

-b.DÉB 

5 


D 

Ẽ 


o.ụmi 


1.5 


Lòi giải : Điều kiện X e M, ta có: 

<=>(x 5 — 3x 4 +3x 3 — X 2 )+ X 3 — 2x 2 +2x — 1 —(x — 1)a/2x 2 —2x + 1 =0 
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o X 2 (x 3 — 3x 2 + 3x — l) + (X — l) ị^x 2 —x + \ — V 2jc 2 —2x + ỉ j = 0 




(x-l) : 


^x 2 (x-l) +(*-!)— 1 —— 

X 2 — X +1 + V 2x 2 - 2x +1 

7 , \ 


= 0 


<=> X 2 (x — l) 


«x 2 (x-l) =0 (vì 1 + 


V X 2 — X + 1 + V2x 2 — 2x + l 

1 


= 0 


7 


— X +1 + 4T 2.V +1 

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm là X e {0;l}. 


>0 ) 


Bài 2: Giải phương trình: 2x 2 + 3 = V-T 3 + 2x 2 +1 + Vv 3 +4x 2 +4 (*) 


Phân tích : Đặt F(x) = 2x 2 +3-Vx 3 +2x 2 + 1-Vv 3 +4x 2 +4 


Dùng TABLE khảo sát khoảng nghiệm 
và chức năng SOLVE của máy tính 
cầm tay ta tìm được hai nghiệm 
phương trình là X = 1 và X = 0. Ta tiến 
hành kiểm tra tính chất nghiệm bội của 
hai nghiệm, ta nhận thấy rằng X = 1 là 
nghiệm đơn, x = 0là nghiệm bội ba. 
Vậy phương trình chắc chắn sẽ có nhân 
tử là X 3 (x- 1) = X 4 -X 3 . Vì bậc phương 

trình nhỏ hơn 4 nên ta sẽ đi tìm liên hợp 
của hai căn mà không tách như ví dụ ở 
bài 1 như trên. 




s 

Math 


H 

FÍHJ 


5 

5 

□. 119M 


i 

vnỄ 

1 ri 


M 

-D.D3ÌI 

0.5 




II 

Math 


K J 

1 FCKJ 


M 

□.51 

-D.D3B 


5 


1 ri 


Ẽ 

lũ.Mmil 

1.5 



Trong phương trình xuât hiện nghiệm bội ba nên liên họp của hai căn sẽ lân lượt có dạng: 

CIX + bx + c = \/x' + 2x + 1 

dx 2 +ex + f = Vv 3 + 4x 2 + 4 
• Với ax 2 + bx + c = Vx 3 + 2x 2 +1, ta có: 


Thay nghiệm X = 0 vào, ta được c = 1. 

Lấy đạo hàm cấp 2 hai vế tại X = 0, ta được a = l. 

Thay nghiệm X = 1 vào, ta được a+b + c = 2, suy ra b = 0. 

Vậy X 2 +1 = V-T 3 + 2x 2 +1. 

• Với dx 2 +ex+f = \Ịx 3 + 4x 2 + 4 , ta có: 


Thay nghiệm X = 0 vào, ta được f = 2. 

Lấy đạo hàm cấp 2 hai vế tại X = 0, ta được d = 1. 

Thay nghiệm X = 1 vào, ta được d + e+f = 3, suy ra b- 0. 


Vậy X 2 + 2 = Vx 3 +4x 2 +4 . 

X 3 + 2x 2 +1 > 0 


X > _• • ? • -p\ • Ằ 1 ‘ /\ 

Lời giai: Điêu kiện 


. Ta có: 


X +4x +4>0 


(*)<^x 2 +1 -Vx 3 ~+2x 2 +1 +x 2 +2-4T + 4x 2 + 4 =0 


<=> 


x 3 (x —l) x 3 (x —l) 

X +1 +'s/x + 2x +1 X +2 + Vx + 4x + 4 


= 0 
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<=> X 


_ 1 _ + _ 1 _ 

\X + 1 + *\fx + 2x + 1 X + 2 + ^~x + \x + 4- 







«x 3 (x-l) = 0 (vì —— 7 =— ==+ —— 7 = >0 ) 

X +l + v* 3 +2x +1 X +2 + a/v 3 +4x +4 

Vậy phương trình có hai nghiệm là X e {0;l}. 


Bài tâp tư luyên. 

Bài 1. 2ịlx 2 +3x + Ýj*Jx 2 +3x-l =9(x-l)V-r 2 + X + 1 + (4x 2 + 3x + 5)a/x 2 + 2 . Đáp số: xeịlỊ. 
Bài 2: X 4 +2x 3 + 2x 2 +X + 2 = 2-v/x 2 +X + 1. Đáp số: xe|-l;0Ị. 

Bài 3: x 2 >/x + 3 + 2 = 2a/5x 2 +1-2x 3 . Đáp số: xe|0;lỊ. 

Bài 4: X 3 + X 2 + X +1 = s]3x 2 + 2x + l. Đáp số: xe|0j. 

Bài 5: X 3 -2x 2 - x + 1 = \[ĩx 2 -2x + l. Đáp số: xe|0|. 


Bài 6: 3 | x +x + l + ^-ịlỏx 2 + 2 -x-^ = 0 . Đáp số: xeỊlỊ. 

V 3 3 3 

Bài7: 2(x+5)V3 — X + 16>/x + 2 + 3x 2 — llx—36 = 0. Đáp số: xe|2|. 
Bài 8: X 3 + X 2 +1 = yíĩx 2 + l-2x 3 . Đáp số: Xe {0} 

Bài 9: 2 x + 3 = -\/3x 2 +3x + l + Vóx 2 +12x + 8 . Đáp số: xe|0}. 

Bài 10: (x + 3) a/x — 2x +1 + Vix — 3x +1 . Đap so: X e |l|. 
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PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


Cơ sở lý thuyết: 


Cho phương trình có dạng g(x) = /ỉ(xW/(x) với f (x),g(x),h(x) là các đa thức. Nếu phương 

trình có nghiệm X = x 0 là nghiệm của biểu thức éf{x) = A(x) thì luôn tồn tại một phân tích có 
dạng: 

g(x)-h(x)íiỊT{x) = A(x)-ỉỉỊTĨx) .B(x) 


Trong các bài toán ra xét thì: 

• Bậc của căn thức là bậc 2 hoặc bậc 3 

• Đa thức /(x),/ỉ(x) và g(x) có bậc bé hơn hoặc bằng 4. 

• Đa thức A(x) thường sẽ là một biểu thức bậc 1: A(x) = ax + b. 


Phương pháp sử dụng: 

Bước 1 : Sử dụng máy tính cầm tay để tìm biểu thức A(x): 

Sử dụng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay để tìm nghiệm g(x) = /ỉ(xW/(x), sau đó lưu 

nghiệm tìm được vào một biến bất kỳ trên máy, chẳng hạn ở đây mình sẽ lưu vào biến A. Sử dụng 
chức năng TABLE của máy tính cầm tay để khảo sát hàm số sau: éf{A) - AX với giá trị khởi đầu 

START là -10, giá trị kết thúc END là 10, và bước nhảy lặp nghiệm STEP là 1. Ta sẽ được một 
bảng giá trị với một bên là giá trị của X , còn một bên là giá trị của f(x). Tại đây ta sẽ lấy giá trị 

mà tại đó X và / ( X ) là hai số hữu tỉ (ưu tiên chọn số nguyên nhỏ) 

Bước 2 : Cân bằng tích: 

Ta sẽ cân bằng hai vế với các biểu thức ự/(x), A(x) và kịf(x) = /(x), A n (x) để đưa 
phương trình về dạng: 


k(x) A n (x) + /ỉ(x) A(x) = k (x)/(x) + h (x) !ịjf (x) 

Trong đó g(x) = k(x)|^A"(x)-/(x)J-/z(x)A(x) 

Tuỳ vào biểu thức g (x) mà ta sẽ lựa chọn k{x) phù hợp để cân bằng. Thông thường thì k{x) sẽ 


là hệ số a, biểu thức bậc nhất ax+b, biểu thức bậc 2 ax 2 +bx+c hay phân thức ——— ... 

ax + b 

Chú ý: 

> Biểu thức A(x) thông thường là bậc nhất nhưng cũng có thể là biểu thức bậc cao và ta phán 
đoán A(x) dựa vào từng bài toán. Ki bài toán có nhiều nghiệm lẻ thì ta có thể sử dụng 1 

nghiệm bất kỳ trong đó để cân bằng, thông thường mồi nghiệm lẻ sẽ cho ta một biểu thức 
cân bằng khác nhau. Dù biểu thức cân bằng khác nhau nhưng kết quả cuối cùng đều đúng. 


> Với các bài toán sau khi khảo sát băng TABLE ta thây có rât nhiêu cặp nghiệm nguyên thì 
việc lựa chọn biểu thức cân bằng phụ thuộc vào hệ số của luỹ thừa lớn nhất có trong bài 
toán, ta chọn hệ số của X là ước của hệ số luỹ thừa lớn nhất. Neu chọn hệ số không đúng thì 
ta không cần bằng được mặc dù biểu thức của ta vẫn chứa nghiệm nhưng sẽ dẫn tới nghiệm 
được giải không triệt để và rất khó khai triển cho biểu thức còn lại. Điều này các em có thể 

dễ dàng kiểm nghiệm với một phương trình có nghiệm nguyên và nhiều cặp [x;/(x)l là số 
nguyên. 
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Bài tập áp dụng: 

Ví du 1 : Giải phương trình Vx + 2 =2-x 2 (*) 

Phân tích: 

Sử dụng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay, ta tìm được một nghiệm của phương trình là 
X « 0.6180339887 và ta gán ngay nghiệm tìm được này cho biến A. 

Sử dụng chức năng TABLE của máy tính để khảo sát hàm số F(x) = y/A + 2-AX với giá trị 

START = -10, END = 10 và STEP = 1. Xem xét bảng giá trị nhận được thì ta có cặp giá trị 
nguyên X =1 và F(x) = 1. Khi đó ta suy ra A(x) = x + ỉ hay Vx+2 =x+l. 

Ta viết lại phương trình và đi cân bằng như sau: (*) 2-x 2 = vx+2 

Đầu tiên ta đi cân bằng cho vx + 2 và x + 1: ...(x + l) = ...Vx + 2 


Khi đó vế trái còn thừa lại (2- X 2 ) -(x +1) = 1 - X-X 2 . Do đó biểu thức cân bằng có bậc 2 và bậc 
của biểu thức còn thừa cũng là 2 nên ta sẽ cân bằng như sau: 
a(x + l) 2 +(x + l) = a(x + 2) + Vx + 2 (**) 

Kh i đó để (**) tương đương với phương trình (*) thì ữ (x +1) - ữ (x + 2) = 1 - X - X 2 , đồng nhất hai 


vế ta được a = -\. 

Lời giải: Điều kiện: x>-2.Tacó: 

(*) <=> -(x + l) 2 +(x + l) = 
(x + 2)-(x + l) 2 




— ^x + 2) + \Ị X + 2 

ym — (x + 1 ) 



<=> ÍVx+"2-x-ljíVx+"2+xì = 0 <=> 


Vx + 2 — X + 1 
Vx + 2 = -X 


<=> 


< 


< 


X > -1 

„2 , „ 

X +x 

X < 0 

2 

X -X 


-1 = 0 


<=> 


-2 = 0 


-\ + S 

X =-—— 

2 

X = -1 


Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm là 


X e 



Ví dụ 2 : Giải phương trình: 2 x 2 + X-2 = (x -1 )\Jx+2 (*) 

Phân tích : Làm tương tự ở trên ta tìm được biểu thức cân bằng A (x) = X +1 hay Vx+2 = X +1. 
Ta tiến hành cân bằng cho VX+ 2 và x+1 như sau: ...(x-l)(x + l) = ...(x-l)Vx + 2 
Do VX+ 2 nhân với (x-l) nên vế trái ta cũng nhân với (x-l). 

Lúc này biểu thức thừa còn lại trong vế trái là Í2x 2 +x-2j-(x-l)(x + l) = X 2 +X-1. 


Ta tiếp tục cận bằng cho ịyjx + 21 = x + 2 và (x + l) 2 . (chính là cân bằng 



Do bậc của biêu thức cân băng và biêu thức càng thừa đêu là bậc 2 nên ta cân băng: 
a(x + l) 2 +(x —l)(x + l) = a(x + 2) + (x — l)Vx + 2 

Khi đó ta suy ra ngay a(x +1) -a (x + 2) = X 2 + X-1. Đồng nhất hệ số ta được a = ì. 
Lời giải : Điều kiện X > -2. Ta có: 


và A” (x).) 
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(*) <=> (x + l) 2 + (x-l)(x + l) = (x + 2) + (x-l)Vx + 2 
(x + l) 2 -(x + 2) + (x-l) (x + l) — Vx + 2 =0 


<í> 


íx +1 — yfx + 2 Ị ^2x + \fx + 2^ — 0 


"V X + 2 — X +1 
VX + 2 = -2x 


íx>—1 r _ f- 

<Ị s , __ _ — 1 + \Ỉ5 

x + 2 = (x + l) x ~ 2 

<=> í <=> . r— 

*< 1-V33 

J X =--r- 

x + 2 = (-2xj L 8 

Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm là X e < ị ■ 

2 8 

V J 

Ví du 3: Giải phương trình: X 3 -3x 2 -3x + 2^(x + l) 3 = 0 (*) 

> 9 


Phân tích : Ta sử dụng chức năng SOLVE của máy tính câm tay đê tìm nghiệm và chức năng 
TABLE để tìm biểu thức cân bằng nhưng sau khi xem xét bảng giá trị x,f(x) thì nhận thấy 

không có cặp giá trị nào hữu tỉ cả. Thực chất khi đi làm như các ví dụ trước là ta đã mặc định hệ 
số ứng với căn là 1 nhưng thực tế biểu thức cân bằng của căn thức phải có dạng kJf(x) =ax+b. 

Cụ thể ở bài toán này, với giá trị k=l ta không tìm thấy biểu thức cân bằng nào cho 
Vx+T = ax+b, ta tiếp tục thử với k = 2, tức là biểu thức ta cần khảo sát trong TABLE sẽ là 
/(X) = 2vÃ+l - AX với A là nghiệm của phương tìm được bằng SOLVE. Lúc này ta đã thu 

được biểu thức cân bằng là 2vx+ĩ = -X. 

Ta tiến hành cân bằng tích như sau: (*) <=> X 3 -3x 2 -3x = -2(x+l)Vx+ĩ. 

Ta cân bằng cho -X và 2vx+ĩ : ,..-(x+l)(-x) = ...-(x + l)2vx+ĩ 
Biểu thức còn thừa lại của vế trái là: (x 3 -3x 2 -3xì-(x + l)x = X 3 -4x 2 -4x. 

Ta cân bằng tiếp cho (-x) 2 và {l4x + \\ = 4(x + l). Nhưng do biểu thức còn thừa bậc 3 mà các 

lượng cân bằng chỉ là bậc 2 nên ta tiến hàng cân bằng với biểu thức bậc nhất ax+b\ 

{ax + b}x 2 — (x + l)(—x) = (ax + z?)4(x + l) —(x + l)2Vx+ĩ 

Chuyển vế và đồng nhất hệ số: (ax + ố)x 2 -(ox+Z>)4(x + l) = x 3 -4x 2 -4x <í> 

Lời gịảv . Điều kiện: X > -1, ta có: 

(*) <=> X.X 2 — (x +1) (—x) = X.4 (x +l) — (x +1) 2\[xÃÃ 

<=> x[x 2 -4(x + l)^ + (x + l)^x + 2VxTTj = 0 

■d> x^x — 2^1 X +1 ^Ịx + — \j X +1Ị + ^x + lhx + — \l T — 1Ị = 0 

^x + 2>/x + l j^x + x +1 — 2xVxTTj = 0 


b = 0 


<=> Íx+2VxTTÌÍx—V xTTÌ =0 


\2 

1 

X 

+ 

to 

ỉ* 

+ 

II 

o 

- 1 

Ị =0<tí> 

ộ 

o 

II 

+ 

1 

X 

_1 


2vx+ĩ = -X 
Vx+Ĩ = X 
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r 

X < 0 

r 

1 

4(x + l) = X 2 

< 

V 


<£> 


. 

X > 0 

< 


1 1 2 

x + 1 = X 

_V 


X < 0 

X 2 —4x-4 = 0 

X > 0 

X 2 — X — 1 = 0 


<=> 


X = 2 — 2 V 2 

l + s 


X = 


Vậy phương trình đã cho nghiệm là xe <2- 2y2; 


\ + S 


Ví du 4: 


Giải phương trình: X 3 +ỉ = 2<j2x-\ (*) 


Phân tích : Sử dụng máy tính câm tay ta được một nghiệm là X = 1 và X = 0.6180339887, ta lưu 
nghiệm lẻ này vào biến A, tiến hành khảo sát bằng TABLE và tìm được biểu thức cân bằng là 

yj2x-\ = X . Ta bắt đầu đi cân bằng cho ị/2X^Ã và X như sau: ...2x = ...2yj2x-\ 

Khi đó vế trái còn thừa lại: (V + 1 ) - 2x = X 3 - 2x +1. Do biểu thức còn thừa lại cùng bậc với biểu 

thức cần cân bằng thứ hai là X 3 và ịy/2x-l) nên ta cân bằng với hệ số bậc 0 là a . 


Ta tiếp tục đi cân bằng cho ^2x-lj =2x-l và X 3 : ax 3 + 2x = a(2x-ỉ) + 2ịf2x 

Chuyển vé và đồng nhất hệ số: ax 3 - a (2x - 1 ) = X 3 - 2x + 1 => a = 1 . 

Lời giải : Điều kiện X e M, ta có: 

(*) <=> X 3 + 2x = (2x-1) + 2ịị2x-ỉ ^ [x 3 -(2x- 1 )] + ịlx- 2^2x-l) = 0 
<=> (x-ịj2x-l] X 2 +x^2x-l + ^(2x-l) 2 +2 

<=> x — %j2x — l = 0 Ịx 2 + Xyf2x — Ĩ + ịj( 2x-l) 2 + 2>0 Vx 

X = 1 


-1 


o X -2x + l = 0o 


X = 


— 1 +\ỊE ■ 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm XE 1; 


—I + V5 


Ví dụ 5 : Giải phương trình X 3 - 2x 2 + 5x = 2\í: 5x 2 + 3 (*) 

Phần tích : Sử dụng chức năng SOVLE của máy tính cầm tay ta tìm ngay một nghiệm của 
phương trình là X = 1 . Vì đây là một nghiệm nguyên nên trong quá trình khảo sát nghiệm này 
bằng TABLE, ta nhận thấy có xuất hiện rất nhiều cặp nghiệm nguyên (x, / (x)), vậy vấn đề đặt ra 

là ta nên chọn biểu thức nào là phù họp nhất. Do biểu thức cần tìm có dạng y5x 2 +3 =ax + b. 

Việc lựa chọn a tuỳ thuộc vào hệ số của luỹ thừa lớn nhất là X 3 , a chính là một ước của hệ số 
này, với bài này thì hệ số của X 3 là 1 và a sẽ là ước của 1, ta chọn a = 1 . Như vậy ta chọn biểu 

thức cân bằng là y5x+3 = X +1. Ta tiền hành cân bằng tích cho X +1 và y5x+3 như sau: 

...2(x + l) — ...2 'sịsx +3 

Kh i đó vế trái còn thừa lại: X 3 - 2x 2 + 5x - 2(x + 1 ) = X 3 - 2x 2 + 3x - 2 
Ta cân bằng tiếp cho Ị>/5x 2 + 3 j =5x 2 +3x và (x + 1) 3 : 

u(x + l) + 2^x + 1 ) = CI Í5x + 3 Ì + 2'\jsx + 3 
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Chuyển vế và đồng nhất hệ số: a(x+lf -aị5x 2 +3] = X 3 -2x 2 +3x-2oa = 1 
Lời giải : Điều kiện X e M , ta có: 

(*)o(x + lf +2(x+ì) = (5x 2 +3) + 2ị/5x ĩ +3 o(x+ìf ~(5x 2 +3) + 2Íx+l-ịl5x 2 + 3 
oịx + ỉ-lIĨT+ỉ^ (x + l) 2 +(x + l)^5x 2 + 3 + ^(5x 2 + 3) 2 +2 

<=> X +1 = ^5x 2 +3 <=> X 3 - 2x 2 +3x — 2 = 0<=>x = l. 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm xeỊlỊ. 


= 0 


= 0 


Ví du 6: 


Giải phương trình: 4x 2 +6x+6 = (x 2 +7 xjjx + — (*) 

? 


Phân tích : Do biểu thức dưới căn có dạng phân thức nên ta nhân thêm X ở ngoài vào để đưa về 
dạng đa thức , tức phương trình o 4x 2 +6x+6 = (x+7) VX 3 + 3x với lưu ý là X > 0 . 

Sử dụng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay ta tìm được hai nghiệm của phương trình là 
X = 1 và X = 3. Do biểu thức cân bằng của chúng ta có dạng: yx 3 +3x =ax + b, thay lần lượt hai 


nghiệm vào ta được hệ: 


"\/l +3.1 — a.\~ị~ b (a b — 2 I a — 2 

o< o 


3a + b = 6 


b = 0 


Vx 3 +3x = 2x. 


yịy +3.3— a.3-\-b V 

Ta cân bằng tích cho 2x và yx 3 +3x như sau: ,..(x + 7)2x = ...(x + 7)Vx 3 +3x 
Khi đó vế trái còn thừa lại là 4x 2 +6x + 6-(x + 7)2x = 2x 2 -8x + 6 

Ta cân bằng tiếp cho (2x 2 ) = 4x 2 và ụ? + 3x j = X 3 + 3x. Do phần còn thừa lại của vế trái là bậc 
2 mà biểu thức cần cân bằng lại bậc 3 nên ta sẽ cân bằng với phân thức — (do hai lượng cân 

X 

bằng có nhân tử là x) : —4x 2 +(x + 7)2x = — (x 3 +3x) + (x + 7)yx 3 +3x 
Chuyển vế và đồng nhất hệ số: —4x 2 (x 3 +3x) = 2x 2 -8x + 6 <=> a = -2 

X X v ’ 

Lời giải : Điều kiện: X > 0. 

(*) <=> — — 4x 2 +(x + 7).2x = —íx 3 +3xì + (x + 7) \Ịx 3 +3x 

X X 


2 r 

<^> — 


4x 2 —ịx 3 +3x^1 +(x + 7)Ị2x-Vx 3 +3x| = 0<^> Ị 2 X- Vx 3 +3xj x + 3 —— Vx 3 +3x 


= 0 


<í> 


yỊx 3 +3x = 2x 
2\J X 3 + 3x = X 2 + 3x 


< 


X > 0 

X 3 - 4x 2 + 3x = 0 
X < -3 V X > 0 
X 4 + 2x 3 +9x 2 — 12x = 0 


<í> 


X = 1 

X = 3 


(do điều kiện X > 0 ) 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X e {l;3}. 


Ví dụ 7 : Giải phương trình: (x + l)(x-l) 3 +(2x-l)V3x + l =7x-x 2 (*) 

Phân tích : Sử dụng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay ta tìm được hai nghiệm của phương 
trình là X = 0 và X = 1. Ta tìm được biểu thức cân bằng là V3x +1 = lx-x 2 . 

(*) <=> X 4 —2x 3 +x 2 —5x —1 = —(2x + l) %/3x + l 
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Khi đó ta cân bằng cho lx-x 2 và V3x+Ĩ : ...-(2x + l)(x + l) = ...-(2x + l)V3x+ĩ 
Khi đó vế trái còn thừa lại: íx 4 -2x 3 +x 2 -5x—lì + (2x + l)(x + l) = X 4 - 2x 3 + 3x 2 - 2x 


Ta cân bằng tiếp cho (X +1) 2 và (-J3x + ĩj = 3x +1. Do biểu thức còn thừa ở vế trái là bậc 4 mà 

lượng cân bằng lại chỉ bậc 2 nên ta cân bằng với biểu thức ax 2 +bx + x như sau: 

(ax 2 +Ễ>x + cì(x + l) 2 — (2x + l)(x + l) — ịax 2 +bx + c )(3x + l)-(2x + l)V3x + l 

Chuyển vế và đồng nhất: ịax 2 +Ac+c)(x+l) 2 -(ax 2 +ỉ>x + c)(3x + l)-x 4 -2x 3 +3x 2 -2x 
Ta tìm được a = 1, b = -1, c = 2 hay biểu thức cân bằng là X 2 - X + 2 . 

Lời giải : Điều kiện: X > --. 


(*) <=> (x 2 —x + 
<=> (x 2 - x + 2) 


2)(x + l) 2 — (2x + l)(x + l) = (x 2 — x + 2)(3x + l) — (2x + l)V3x + l 
(x + l) 2 — (3x + l) — (2x + l)íx + l —V3 xTTÌ = 0 


<=> ^x + 1 — V3x+T) X —X + 1 + ^x —X + 2 )%/3x + 1 —0 

<=> X +1 — \Ỉ3x + 1=0 X 3 -x + 1 + íx 2 — x + 2W3x + l > 0 Vx> 

V v 

r- — íx>—1 íx>— 1 |”x = 0 

<£> V3x + l= x + l<=>^ <=> < <=> 

X 2 - X = 0 X = 0 V X = 1 X = 1 
< ^ — 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm X e {0;l}. 


n 

3y 


Ví du 8 : Giải phương trình (x + l)(x -1) 3 = X 2 + 2x + V 2 X 3 +1 (*) 

Phân tícỊv . Dùng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay, ta giải được một nghiệm của phương 
trình là X « 2.7320. Sử dụng chức năng TABLE của máy tính ta tìm được đại lượng cân bằng là 

\l 2x 3 +1 = 2x +1. Khi đó phần thừa của vế trái là (x + l)(x -1) 3 - X 2 -4x -1 = X 4 - 2x 3 - X 2 - 2x- 2. 

Ta tiếp tục cân bằng cho ịTĩx 3 +1 j = 2x 3 +1 và (2x +1) 2 . Do đại lượng cân bằng là bậc 3 mà 

phần còn dư của vế trái lại bậc 4 nên ta cân bằng với một lượng ax + b như sau: 

(ax + z?)(2x + l) 2 +(2x + l) = (ax + z?)(2x 3 + h + \Ỉ2x 3 +1 

Chuyển vế và đồng nhất: (ax + b)(2x + ỉý -(ax + b){lx 3 + 1 ) = X 4 - 2x 3 -X 2 - 2x- 2 

Sau khi đồng nhất ta không tìm được giá trị a,b thoả mãn. Khi điều này xảy ra có thể hiểu rằng 
biểu thức ta tìm được chưa đúng. 

Ta sẽ thay đổi suy nghĩ một chút: Ta biết rằng phương trình sẽ luôn có nhân tử dạng 

V2x 3 +1 = A(x) nhưng không phải biểu thức bậc 1: A(x) = ax + b , do bậc của phương trình là 4 

nên ta nghĩ ngay đến A(x) = ax 2 +bx + c nghĩa là biểu thức cân bằng bậc 2. 

Để ý thấy bậc của luỹ thừa lớn nhất là 1 (x 4 ì nên ta sẽ chọn a = ì, biểu thức cân bằng có dạng: 

\Ị 2x 3 +1 = X 2 + bx + c . Ta sẽ khảo sát bằng TABLE với hàm / (x) = V 2 Ã 3 +1 -A 2 - AX với A là 
nghiệm của phương trình tìm được ở trên, ta tìm được một giá trị X =l,f(X) = -l.Ta suy ra biểu 

thức cân bằng cần tìm sẽ là 'ịlx 3 +1 = X 2 -1. 

Lời giải : Điêu kiện: X > --/=, ta có: 

V 2 


26 


Mai Xuân Việt 






































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


(*) <=> X 4 - 2x 3 — X 2 — \ = \j2x 3 + 1 <í> x 4 -(2x 3 +l) - Ịx 2 + \/2x 3 +Tj = 0 
o(x 2 W2x 3 + lỊíx 2 -1-V2x 3 +lj = 0 
<=> X 2 - 1 - ^2x 3 +1=0 íx 2 + V2x 3 + 1 > oỊ 


<=> ^íĩx 3 +1 = X 2 -1 <=> 


X 2 -1 > 0 


<=> X 


X 4 - 2x 3 - 2x 2 = 0 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X e jl + V3 j. 


= 1 + ^3 


Ví du 9: 


Giải phương trình: 2(x - 1)a/2x + 1 +1 = ^5-6x (*) 

? A 


Phân tích : Bài toán chứa 2 căn không phải là dạng để ta cân bằng tích nhưng các biểu thức dưới 
căn cũng như ngoài căn đều là bậc 1, khá đơn giản và khi bình phương thì các biểu thức thu được 
tối đa là bậc 3. Nên ta sẽ bình phương hai về để đưa về dạng cân bằng tích như sau: 

(*)=>[2(jc-1)>/2jc + 1+i] 2 = 5 - 6x <=> 4x 3 -3x 2 + 2(x-l)>/2x +1 = 0 

Sử dụng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay để giải phương trình trên ta tìm được 1 nghiệm 
là X « 0.809016994. Dùng TABLE khảo sát ta tìm được biểu thức cân bằng là \J 2x +1 = 2x. 

Lời sỉải : Điều kiên: < X < —, ta có: 

2 6 

(*) 4x 3 -3x 2 + 2(x-l)>/2x + l = 0 <=> Í2x-V2 xTTÌÍ4x 2 -4x + 4 + 2x^2x +1 ì = 0 

<=> 2x- y/ĩx + 1 = 0 do 4x 2 -4x + 4 + Ix^Ịĩx + 1 = 3(x -l) 2 + Ịx + \Ịĩx +1 j >0 


<í> V2x + 1 = 2x <w- 


V 

X > 0 

4x 2 - 2x — 1 = 0 


<=> X = 


1 + V5 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X e 


4 

1 + V5 


cno cơ ngmẹm ra X e < —-— >. 

Ví dụ 10 : Giải bất phương trình X 3 + X 2 > (x + 2)(y/2x + 3 - lì (*) 

Phân tích : Xem bất phương trình cũng như phương trình, ta cũng dùng chức năng SOLVE của 
máy tính cầm tay giải ra được nghiệm là X = -1 và X »1.4142. Lưu nghiệm lẻ vào biến A và 

dùng TABLE khảo sát ta tìm được biểu thức cân bằng là V2x + 3 = x +1. 

Lời giải; . Điêu kiện: X > --7- , ta có: 

2' 

<=> X + X + x+ 2 > (x+ 2 ) \Í2x + 3 <=> íx +1 — \Ỉ2x + 3 ^^x + 2 x + 2 + A \j2.\ + 3 j ^ 0 




( X +1 — yj 2 X + 3 ì 



X + 1 — yj2x + 3 ^ 0 

^ X + 1^ + í X + v/2x + 3 j 

> 0 <» 

9 / 1 - \2 

V / 


(x + l) +Íx + v2x + 3j =0 


X > V 2 
X = -1 


Vậy bất phương trình đã cho có nghiệm X e V 2 ; +QOj u {-1}. 


Ví du 11 : Giải bất phương trình 3(x 2 - l)V2x + l < 2(x 3 - X 2 ) (*) 

Phân tích : Dễ thấy bất phương trình trên có nhân tử chung là X = 1, ta có thể tách được thành: 
(*) <=> (x-l)|~ 2x 2 -3(x + l)V2x + ll>0 
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Dùng kỹ thuật cân bằng tích ta tính được 2x 2 -3(x + l)V2x + l = (x + l-2>/2x + l j^2x + 2 +V2x + lì 

, 1 ^ 1—-- , 

Do điêu kiện X > - j- nên 2 x + 2+ \J2x + 1 > 0 , khi đó bât phương trình của chúng ta tương đương 

với (x - l)Ịx +1 - 2\/2x + l j > 0. Bài toán đã trở nên đơn giản hơn nhiều. 

Lời giải : Điều kiên: X > - — . Ta có: 

2 

(*)<=> (x-l) 2x 2 — 3(x + l)V2xTT > 0 (x — l)(x +1 — 2 *j2x + l\ị2x + 2 + <j2x +1 j > 0 

Ị— -- r 1 , 

Do 2x + 2 + v2x + l>0 với Vx > -4- nênbât phương trình tương đương với: 


<=> (x-l)(x + l-2V2^I) > 0 <=> 


<í> 


X > 


3 + 2^3 


X —1 > 0 

X +1 — 2^2x +1 > 0 
X —1 < 0 

X +1 — 2\j2x + 1 0 

Vậy bất phương trình đã cho có nghiệm là xe|3-2V3;l) u (3 + 2V3;+coj. 


3 — 2^3 < X < 1 


Ví du 12: 


Giải bất phương trình \Jx 2 + X + \fx ~ 2 > ^3(x 2 -2x-2j (*) 

r r \ 


Phân tích : Ta sẽ bình phương hai vế cho bất phương trình đưa về 1 căn thức duy nhất và áp dụng 
cân bằng tích. (*) <=> Ía/x 2 + x + 4x-2 j > 3(x 2 -2x- 2 ) <» X 2 -4x-2 < TT -X 2 -2x 

Dùng máy tính cầm tay tìm được biểu thức cân bằng Vx 3 -X 2 -2x = 2x + 2. <=> \Jx 2 -2x = 2a/x +1 
Ta cân bằng tích cho (2x + 2) và V* 3 -X 2 -2x : ...2x + 2<.„Vx 3 -X 2 -2x 
Biểu thức còn dư ở vế trái là: íX 2 -4x - 2 ) - (2x + 2) = X 2 - 6x- 4. 

Ta tiếp tục cân bằng cho |2a/x + 1 ) và Ị Tc 2 -2xj . Vì biểu thức còn dư là bậc 2 trùng với bậc với 
đại lượng cân bằng nên ta cân bằng bất phương trình với hệ số a như sau: 

a^2Vv + l j "+2x + 2 < aỊVx 2 -2x j + Vv 3 -X 2 — 2x 

Chuyển vế và đồng nhất hệ số: u^2>/x + l) -aịy/x 2 -2xj = 

Zx >7 giải : Điều kiện: X > 1 + V 3 . Ta có: 

(*) -^2Vx+TỊ +2x + 2 < -Ị-y/v 2 -2x j + V-* 3 -X 2 — 2x 

<=> í 2>/ xc +1 — Vx 2 — 2x jÍ2>/x + l + Vx 2 — 2x| — Vx+T Í2Vv + l — Vv 2 — 2x j > 0 
<=>Ị 2 VV + I — Vv 2 —2xjỊVv+l + V-r 2 —2xj>0<=>2%/x+l -\fxC-2x >0 

<=> X 2 — 6x—4 < 0 <íí> 1 + ^/3 < X < 3+\/Ĩ3. 

Vậy bất phương trình đã cho có nghiệm là X 1 + V3;3 + Vl3 


= X 2 - 6x—4 <=> a = — 1 
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Bài tập tự luyện: 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


Ba 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 


❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 


1: \J 2x — 1 + X — 3x + 1 — 0 
2 : 4x — l3x+5 + yj3x+l — 0 

3: 5x 2 + 15x + 2 = 3a[ÃT + 2 
4: X + x—l = (x + 2)Vx — 2x + 2 
5: 4.V + yỉĩx+3 — 8x+1 
ó! 3x + 3x + 2 — ^x + 6) \fTc — 2x — 3 

7i (2x + 2)Vx + X + 2 — X + 5x+2 

8: 2x 2 — 6x + 10—5(x—2)Vx+r = 0 

.. I 2 r T" 3x + 3x + 2 
9: Vx +2x + 2 =———— 

3x + l 

10: X + 3x+1 = ^x+3^ a/x +1 

11 : (4x-1)Vx ĩ +Ĩ = 2 x 3 +2 x + 1 

12: 2V2x + 4+4>/2-x = V9x 2 +16 

13: x 3 -15x 2 +78x-141 = 5^2x-9 

14: X 3 -6x 2 +12x-7 = sj-x 2 + 9x 2 — 19x + ll 

15: -2x 3 +10x 2 -17x + 8 = 2x 2 ầJ5x-x 2 

ló: 4~x + 3x + 2yỊ X+2 — 2x^x H-h 5 

2x 3 + 3x 2 + 2x +1 = ị2x 2 + 3x) Jx 2 + — 

(x-l)(3x 2 +l) = (x + l)Vx 2 ~+x"+T 

X 3 — 2x-6 = (x 2 -2x — ó)^/x 2 ^-ĩ 
(5x—4) sj2x—3 = (4x —5) %/3x — 2 +2 

2yJ X 3 — 3x 2 + 5x - 6 = X 2 - 4x + 9 
2Íx 2 —x + 6Ì = 5aJx ì +8 

a/5x 2 + 15x + 9 - yjx 2 —X — 20 = 5 VxTT 
s]x 2 + X + 6 + 3 \Ịx — ì - Tĩx 2 -6x + 19 = 0 
4x 3 + 2x — 1 + (2x 2 + 2x +1) -s/óx 2 +1 = 0 

2x 2 + 2x — 1 > (x + 3) VxTĨ 
X 4 — 2x 3 + 2x — 1 


17 

18: 

19 

20 

21 

22 : 

23: 

24 

25: 

26 


27: Vx > 


28: 


29 


X 3 — 2x 2 + 2x 
2(x 2 +2)>5a/x 3 +1 


X 2 +5x 


4 


< 1 + V* 3 + 2x 2 — 4x 


30: X — 1 + 


vx + l X 3 -X 2 
(x + l) 2 (x + l) 3 
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PHƯƠNG PHÁP TẠO TÍCH NHÂN TỬ 

Cơ sở lý thuyết: 

Đưa một phương trình vô tỉ về dạng tích của các phương trình vô tỷ cơ bản. Phương pháp chủ yếu 
dựa vào việc nhóm nhân tử thông qua phương pháp liên hợp hay có nói cách khác đây là cách đi 
ngược để tìm liên hợp. Ưu điểm của phương pháp này là nó sẽ hạn chế việc các bạn đánh giá biểu 
thức sau khi liên hợp. Chú ý: Phương pháp thực sự rất hiểu quả với phương trình - bất phương trình 
vô tỷ dạng 1 căn thức nên muốn sử dụng phương pháp này cần chuẩn hoá phương trình - bất phương 
trình đưa về một căn thức hết là được. 

Phương pháp áp dụng: 

Bước 1 : Sử dụng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay tìm nghiệm của phương trình vô tỷ và 
lưu nghiệm vô một biến nhớ bất kỳ của máy tính từ A đến M. Ó đây mình sẽ lưu ở biến A chẳng 
hạn. Còn các bạn thích lưu biến gì thì sử dụng biến đó nhé, không bắt buộc. 

Ví dụ tìm nghiệm phương trình: Vv + 2 = 2x 2 +jc-8 


JM-(2X 2 ’+! 

Math ▲ 

1Í-8) 

Solve f 

0 

or X 

Math A 

1 

Ũ 

E Math A 

ĩ& 2-(2X £ +X-8) 

x= 2 

L-R= Ũ 


0 

Math A 

2 
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Bước 2 : Tìm nhân tử chung của phương trình - bât phương trình 
1. Neu phương trình có nghiệm vô tỷ 

Sử dụng chức năng TABLE của máy tính cầm tay khảo sát các hàm / ( X ) có dạng như sau: 

/(x) = ỉịJ g (A) + AX trong đó A chính là nghiệm phương trình tìm được và lưu vào đây, g (x) là 

biểu thức trong căn. Lưu ý là phương pháp này chỉ giải quyết được nghiệm đơn và nghiệm kép, 
còn nghiệm bội ba trở lên thì không nên sử dụng phương pháp này. 

Với giá trị START là 20, END là -20 và STEP là 1. Ta chọn số tương đối lớn thế này để đảm bảo 
là khảo sát hết, tránh xót trường hợp. Xem xét bảng giá trị của TABLE, chọn giá trị trong TABLE 
mà f(x) nguyên, ví dụ ta có cặp (x = m,/(x) = n) nguyên, khi đó biểu thức liên hợp của căn tìm 

được sẽ là :Jgịxj — mx + n. 

Ví dụ: Tìm liên họp của phương trình: (x + 4) vx + 2 = X 3 -X 2 -x-5 . 

Sử dụng chức năng SOLVE của máy tính cầm tay, ta tìm được một nghiệm phương trình 
X « 3.302775638 và lưu nghiệm này vào biến A . 


ỊD Math 

CX+4)^-(xf-ị£ 
Xv 3.302775638 
L-R= 0 


Dùng chức năng TABLE khảo sát hàm số /(x) = VÃ+2 + AX . 

E Math 

f(X)=JÃ72-tftX 


Cuôi cùng ta có bảng giá trị của TABLE, chọn giá trị f(X) nguyên đê tạo nhân tử. 




E 

Math 



F(KJ 


m 


-1 


15 

□ 

E.30HĨ 


15 

7 

5.5055 



-1 

Dựa vào bảng giá trị của TABLE ta thấy với X = -1 thì / (x) = -1 là cặp số nguyên ta cần tìm. 
Khi đó nhân tử cần nhóm của chúng ta sẽ là: y[x + 2 — X + 1 . 

Chú ỷ: Nếu nghiệm này là nghiệm bội bậc n thì nhân tử sẽ có dạng: Ịự/(x) +ax + bj . 

2. Neu phương trình có nghiệm hữu tỷ\ 

*** Neu phương trình có một nghiệm hữu tỷ a và nghiệm đây là nghiệm bội n của phương trình 
thì khi đó phương trình luôn có nhân tử (x-aỴ khi phân tích. 
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Ví du 1; Giải phương trình sau: vx+2 = 2x 2 +x-8 (*) 

Phân tích : Dùng chức năng TABLE khảo sát khoảng nghiệm và dùng chức năng SOLVE của máy 
tính cầm tay ta tìm được một nghiệm của phương trình là X = 2. Sau khi kiểm tra ta nhận thấy đây 

là một nghiệm đơn của phương trình. Ta thay nghiệm X = 2 vào căn Vx+2 ta có \]x + 2 = 2 , khi 

đó phương trình có nhân tử Vx+2 - 2. 

Lời siải : Điều kiện: X > -2, ta có: 

(*)<=> Vx+2-2 = 2x 2 + x-ỈOo-ịJ =—- = (x-2)(2x + 5) 

Vx + 2 + 2 


<£> 


(x-2) 


í 


1 




Tx + 5 —p- 

V y X + 2 + 2 


) 


= 0 <=> ịx — 2 ) 


2 ^ X + 2 ^ 4— 
y 


v/ X 4- 2 +1 


X + 2 + 2 


= 0 


Với X > -2 thì 2(x + 2)+ + 2 — > 0 nên phương trình đã cho sẽ ox-2 = 0ox = 2. 

Vx + 2 + 2 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X e {2}. 

Ví du 2 : Giải phương trình sau: 2(x 2 -9x + lo)Vv-l + X 3 -8x 2 + ÓX + 85 = 0 (*) 

Phân tích : Dùng chức năng TABLE khảo sát khoảng nghiệm và dùng chức năng SOLVE của máy 
tính cầm tay ta tìm được một nghiệm của phương trình là X = 5. Sau khi kiểm tra ta nhận thấy đây 

là một nghiệm kép của phương trình, tức phương trình sẽ có nhân tử (x - 5) . 

Thay X = 5 vào các căn có trong phương trình, ta có y/x — l = 2 hay ta sẽ tách nhân tử của phương 
trình thành Ụx-Ỉ - 2 ) = X+ 3-4sjx- 1 do tính chất nghiệm kép. 

Lời giải : Điều kiện: X > 1. Ta có: 

(*) <Í3> (x 2 -9x + 1oVx + 3-4a/x-1Ì = 2^x 3 -8x 2 +6x + 85) + (x + 3)(x 2 -9x + 10) 




(x-5) 2 (x 2 -9x + lo) 


Ta có 3x + 8- 


X + 3 + 4y/X — 1 

X 2 — 9x + 10 


= (x-5) 2 (3x + 8)«(x-5) : 


í 


3x + 8 — 


V 


X 2 -9x + 10 
X + 3 + 4\J X — 1 


\ 


= 0 




2x + 26x +14 + 4(3x + 8^ “^x — 1 


> 0 với Vx > 1. 


X + 3 4*J X — 1 X + 3 + 4\J X — 1 

Khi đó phương trình tương đương với (x - 5 ) = 0 « X = 5 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm X e { 5 }. 

* * * Neu phương trình có nhiều hơn 1 nghiệm hữu tỷ, ở đây mình sẽ xét trường hợp hai nghiệm 
hữu tỷ, các trường hợp nhiều hơn 2 nghiệm sẽ tương tự như trường hợp này. Giả sử phương trình 
có hai nghiệm hữu tỷ X = a và X = J3 thì trên thực tế ta cũng có thế phân tích lần lượt từng nghiệm 

theo nhân tử (x-«) m và (x-yổ)" với m, n là bậc nghiệm tương ứng của a,Ị3 như trường hợp 1 

nghiệm như trên, nhưng vì làm như vậy sẽ khiến chúng ta tốn nhiều thời gian khi phân tích nhân 
tử và bài giải sẽ không được ngắn gọn. Đe giúp quyết điều này chúng ta sẽ đưa ra một giải pháp 
đặt nhân tử mang tính tối ưu triệt để sao cho bài toán đơn giản và ngắn gọn nhất. Ta có m + n là 
tổng bậc của hai nghiệm, khi đó các căn thức có trong căn sẽ liên hợp với một đa thức có cũng có 
bậc là m + n-l, tức là phương trình sẽ có nhân tử ở căn được viết dưới dạng 

-ựĩõõ + (a 0 x m+n ~ l + a 1 x m+ ”“ 2 +... + a m+ „_ 1 )" = 0. 

Ví dụ 1 : Giải phương trình 3Vx + l = 3x 2 - 8x + 3 (*) 

Phân tích : Khảo sát bằng chức năng TABLE để xác định khoảng nghiệm của phương trình, dùng 
chức năng SOLVE của máy tính cầm tay ta giải và tìm được hai nghiệm của phương trình là X = 0 
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và X = 3. Sau khi kiêm tra ta thây hai nghiệm này đêu là nghiệm đơn, tức phương trình sẽ có nhân 
tử là x(x - 3) = X 2 - 3x. Đối với học sinh có tư duy tốt thì dựa vào nhân tử này có thể nhóm phương 


trình lại thành: (*)<=> íx + 3-3>/x4ĨÌ + (3x 2 -9x) = 0. 

Nhưng phương pháp ở đây được đề cập để giúp tất cả các em, kể cả học sinh yếu chuyên đề này 
cũng có thể làm được, đặc biệt phương trình chức rất nhiều căn thì việc phân tích bằng tư duy của 
các em có học lực trung bình sẽ gặp khó khăn. Chính vì vậy, ta sẽ làm như sau: 

Do bậc của nhân tử tìm được x(x - 3) là bậc 2 nên liên họp của căn sẽ có dạng: vx+ĩ = ax + b. 
Thay lần lượt hai nghiệm X = 0 và X = 3 vào liên họp, giải hệ phương trình, ta được: 


y/o + l = a.o + b 

V3+Ĩ 

Lời giải: Điều kiện: X > 


<í> < 


= a.3 + b 
-1. Ta có: 


a = — 

r 

b = ì 


1 

3 => >/x 41 = 


X + 3 


hcty X + 3 — 3v/ X +1. 


(*) 


<^> 


( 3x 2 -9x) + ịx 4 3 - sTTTl) = 0 <=> 3(x 2 -3x) 4-—— 

v ’ v ’ v ’ x + 3 + 3y[x + ĩ 


= 0 


<=> 


(x 2 -3x) 


í 
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V 


X 4 3 4 3y X 4 1 J 


= 0<íí>x 2 — 3x = 0<íí> 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X G (0; 3}. 


X = 0 

X = 3 


Ví du 2: 


Giải phương trình X 3 - 5x 2 4lOx-124(3-x)>/7x42 = 0 (*) 

? 


Phân tích : Dùng TABLE đê khảo sát khoảng nghiệm của phương trình và dùng chức năng SOLVE 
của máy tính để giải, ta tìm được 3 nghiệm của phương trình là X = 1, X = 2, X = 3 . 

Sau khi kiểm tra tính chất nghiệm bội ta thấy 3 nghiệm này đều là nghiệm đơn của phương trình. 
Tức là phương trình sẽ có nhân tử là (x - l)(x - 2)(x -3) = X 3 - 6x 2 4 1 lx - 6. Tới đây nếu các bạn 

có tư duy tốt sẽ dễ dàng nhóm nhân tử như thế này: 


= 0 . 


(*) (x 3 — 6x 2 4 1 lx — 6 ) 4 íx 2 - X — 6Ì - (x — 3) >/7x4 2 

Ta biến đổi theo cách tổng quát để tìm liên họp cho các căn có trong phương trình. Neu biểu thức 
có căn có nhân với một biểu thức khác thì ta lấy luôn nguyên cụm biểu thức luôn nhé các bạn. 

Do phương trình có ba nghiệm nên theo công thức tổng quát thì liên hợp tạo thành sẽ có dạng như 

sau: (X - 3) >/7x4 2 = ax 2 + bx + c. Thay lần lượt 3 nghiệm vào ta có hệ phương trình: 


(l — 3 ) >/ 7 . 1 4 2 = a + b + c 

a 4 b 4 c — -6 

< (2 — 3 ) V 7.2 + 2 — 4 CI + 2 b + c < 

4a 4 2b 4 c — -4 <=> < 

(3-3)>/7.3 4 2 =9a + b + c 

V 

9a 4 3b 4 c — 0 

L V 


a = ỉ 

b — — 1 => (x —3)>/7x4 2 = X 2 — x-6 
c = — 6 


Lời giải : Điều kiện: X > “ . Ta có: 

(*) <=> íx 3 - 6x 2 41 lx-6Ì 4 íx 2 - X-6Ì-(x-3)>/7x4 2 
<=> (x —l)(x — 2)(x — 3 ) 4 (x —3)^X4 2->/7 x4 2^ = 0 

1 


= 0 


<=> 


(x —l)(x-2)(x — 3 ) 


V 


X 4 2 4 >/7 X 4 2 


J 


<=> (x —l)(x-2)(x — 3 ) = 0 


í 


1 4 


1 




V 


X 4 2 4 >/7 X 4 2 


> 0 Vx > --7 

7 


<»x = lvx = 2vx = 3 


) 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X e {l; 2; 3 }. 
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Ví dụ 3 : Giải phương trình sau: 6x 4 -33x 3 + 2x 2 + 15x- 50 + (x - l)(x-5)x/3x-2 = 0 (*) 

Phân tích : Dùng chức năng TABLE để khảo sát các khoản nghiệm và chức năng SOLVE của máy 
tính ta giải tìm được 2 nghiệm của phương trình là x = ỉ và X = 5. Kiểm tra ta thấy X = 1 là một 
nghiệm kép của phương trình và X = 5 là một nghiệm đơn. Tức là phương trình sẽ có nhân tử là 

(x-l) (x-5) = X 3 -7x 2 +1ỈX-5 . Nếu giải bằng tư duy thì tới bước này ta sẽ lấy đa thức 

6x 4 -33x 3 +2x 2 +75x-50 chia cho đa thức X 3 -7x 2 +llx-5 ta được thương là 6x + 9 và số dư là 
-X 2 +ÓX-5, tức là 6x 4 -33x 3 +2x 2 + 75x-50 = íx 3 -7x 2 + llx-5Ì(6x + 9)-íx 2 -ÓX + 5Ì. Hay khi 


đó ta có (*) <=> (x 3 -7x 2 + llx-5)(6x + 9) = (x 2 -6x + 5)ÍV3x-2 - lì và giải ra ngay kết quả. 

Theo cách làm tổng quát thì ta có thể làm như sau: Do bậc của nhân tử chung ta tìm được là bậc ba 
nên theo công thức liên hợp căn thì nó sẽ có dạng: (x-l)(x-5)x/3x-2 = ax 2 + bx + c . Do phương 

trình có nghiệm kép tại X = 1 nên X = 1 cũng là nghiệm phương trình đạo hàm của nó. Thay 2 
nghiệm và đạo hàm tại nghiệm kép, ta có hệ phương trình: 


(l-l)(l-5)>/3.1 + 2 =a + b + c 

(5-l)(5-5)x/3.5 + 2 =25a + 5b + c <=> 
d 


dx - 


(x —l)(x —5)>/3x —2 


= 2 a + b 


a + b + c = 0 ịa = 1 

25 a + 5b + c = 0<^><b = -6 
2a + b = -4 c = 5 


V 


- x=ì 


=> (x - l)(x- 5)a/3x- 2 = X 2 - 6x + 5 là nhân tử cần tìm của phương trình. 


Lời giải : Điều kiện: X > ^. Ta có: 

(*) <í> 6x 4 -33x 3 + 3x 2 + 69x -45 + (x —l)(x —5)>/3x —2 _ (v 2 - 6x + 5 ) = 0 


<=> (x-l) 2 (x-5)(6x + 9) = (x-l)(x-5)^V3x-2 - ] j = 0 <íí> (x —l) 2 (x-5) 


í 


\ 


ÓX + 9 + 


V 


V3x — 2 +1 J 


= 0 


r 3 2^ 


X - 1 = 0 

6x + 9 + 7 — > 0 Vx > — 

<^> 

<^> 

l V3X-2+1 3) 


1 

* 

1 

Ln 

II 

0 

1 — 


(x-l) 2 (x-5) = 0 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X G {l;5}. 


X = 1 

X = 5 


Bài tập tự luyện: 

♦♦♦ Bài 1: (7x — 9 ) sỊĩx —10 = 2x 3 — 7x 2 +1 lx 
♦♦♦ Bài 2: (x + 4)V^r + 2 = X 3 —X 2 —x + 5 

❖ Bài 3: 10x 2 +3x-6-2(3x + l)V2x 2 -1=0 

♦♦♦ Bài 4: 2x 2 +5x-1 = 7a/x 3 -1 

❖ Bài 5: (4x 2 -x-7)Vx + 2 =10 + 4x-8x 2 

♦♦♦ Bài 6: X 3 - 2x 2 + 3x + 3^/l0 — X 2 =11 

❖ Bài 7: 15x 2 + 12x +12 = 10(2x + 1 ) Vx 2 + 3 

♦♦♦ Bài 8 : X 2 +5x = 4 Ị 1 + Vx 3 + 2x 2 — 4xỊ 
♦♦♦ Bài 9: X 3 +xVx = (x + 4)(x + 5) 

♦♦♦ Bài 10: 1 + 3x = [x — X 2 )Í5 + \/ỉ5 + 6x — 9x 2 j 
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❖ 


❖ 


❖ 


❖ 
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❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


❖ 


Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 

Bà 


❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 


❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 

❖ Bà 


11 : 

12 : 

13: 

14: 

15: 

16: 

17: 

18: 


(2x 4- 2) ^/x + X + 2 —X + 5x + 2 

X + ôx +1 — (2x +1^ \fx + 2x + 3 
8x + 3x + ^4x + x — 2^v/x + 4 —4 

4x 2 -3x = (X + 2) ^2x 2 + 2x — l 

ÍỈ±|^| = (x + 1)(VĨT2-2) 

(5x —16)VxTĨ = Vx 2 -X- 20 Ị 5 + V 5 X + 9 Ì 
Í6x 2 + 12x —ó)a/2x- 1 = X 3 + 22x 2 -llx 
6x 3 +15x 2 +X + 1 = Í3x 2 + 9x + lW* 2 -x + 1 


19: yjm — \jx -1 < 


vx — ĩ 


20 : 


21 : 


4-x 


+ V3—X ^ sỊT+ĩx 


\Ỉ3 — X 

2x + X + 3 — 3xvx + 3 
3x +7x + 8 


22: a/x + 8 


23: V * 2 +X + 2 = 


4x + 2 
3x + 3x + 2 


24 

25: 

26: 

27: 

28: 

29 

30 

31 
32: 

33: 

34 

35: 

36 

37: 

38: 

39 

40 


3x +1 

Ị “ X "ỉ" 2 + X \J—X + 1 

V X + 2 —-, —— 

X + V 2x + 1 

3x + 2x + 3 — (3x +1^ *\/x + 3 

2x + 2x +1 — ^4x — 1 ^ Tc +1 

2x 2 — 3x + 2 = xV3x —2 

X 3 — 3x 2 + 2(x + 2)Vx+~2 = 6x 

X 2 - 1 = 2 xyjx 2 — 2x 

2(x — 2) V2x — 5 = X 2 — 2x + 4 

X 3 + 2x + (3x — 7) V5 — 3x = 0 
3xÍ2 + V9x 2 +3Ì + (4 x + 2)ỊVĨ 


+ X + X +11 — 0 


X 3 - 4x 2 -5x + 6 = vTx 2 +9x-4 
V 2x 3 — 3x 2 + 6x +11 - yịs — x = 2^3 
^2x 2 + 1 + 2^3 — X jx- 7^3 — X = 0 


+ 


8 


= 6 


3— X V2 —X 
>/2x —1 + Vx 2 +3 =4 —X 
2 \/ X— 1 + 3\/ 5 —X + 3x — 30x+71 
4x 3 + X—(x+1) V2x+1 = 0 

x(4x 2 + l) + (x-3) s /5 — 2x = 0 


= 0 
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